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Attenzione «

Il file non ha alcuna pretesa di correttezza; di fatto, € una riscrittura attenta di appunti, slide, materiale sparso in rete,
approfondimenti personali dettagliati al meglio delle mie capacita. Credo comunque che, per scopo didattico e di
piacere di imparare (si, io studio per quello e non solo per I'esame) questo file possa essere utile. Semplice si pone,
per davvero ci prova.

Thank me sometimes, it won’t kill you that much.

Gabriel

Scritto da Gabriel



Elementi di Analisi 1

Sommario

POLENZE i NUMETT FRAIT .ttt b e st s e et et e bt e s bt e e ae e et e et e et e e sbeesaeesanesabesabeebeenes
Proprieta delle funzioni esponenziali @ dei logaritMi......c.ceiiiciiiiiiiiiee e e st e e s s eareeeesaes 3
L'equazione della retta € della Parabola ..........uei it e e e s rrae e e senreeeeeans 7
o[V TATeTaY e IR =Tolo] g o [o X ={r=To o TSR 8
NUMEFT FEAIT B INSIEMI ettt ettt ettt e s bt e s bt e s heesae e s et e e bt e bt e b e e s beesmeeeateenteenbeenbeesheesanesanesane 10
ool =111 o o | OO PP OPPPROP 16
LIMITET 0T FUNZIONT 1ttt s bt e st e e bt e e sttt e bt e e sateesabeeesabeesabeeeabeeesabeeesaseesnbeeeanaeesabeeeneeas 20
FUNZIONT CONTINUE ..ttt e ettt e e ettt e e s st et e e s ab et e e sante e e e s mb et e e e se e e e e sanseeeesnseeeesnsbeeesnnneeesannneeess 26
CalCOIO IffEIENZIAIE ...ttt sttt et e b e bt e s bt e sae e eat e et e e b e e sbeesabesabesabeebeenneennees 29
(07 1 [olo] (o TN 1Y (=T =4 LTSRN 39
Integrali generalizzati/iNtegrali IMPIOP .. .cc ittt et ettt e et e s te et e e sbe e be e beesbaestbeesbeesbeebaestaessaesanesaseenns 45
S MUIMEIICNE. ¢ .ttt ettt ettt ettt e st e s bt e e s abe e s abte e beee s be e e ateesabeesabeeesabeesabeesasbeesabeeesabeesabeesanaeesabeesnnes 48
o[V Ao Yo 1 £=T a1 o VAT 1| IR 55

Scritto da Gabriel



Elementi di Analisi 1

Potenze di numeri reali

Moltiplicazioni di un numero (base - b) per un certo numero di volte (esponente - a) 2> b®

Proprieta:
- Una potenza elevata a0 equivalead 1 2> a%=1 a" = L
- Una potenza puo avere esponente negativo e significa che prendiamo il reciproco della base a
- Una potenza elevata ad esponente razionale (rapporto), allora avremo una radice 1

at = {a
Altre proprieta utili:
e Positivita Per ogni x reale ed a > 0, si ha
a” > 0.
e Monotonia Se & a > 1, allora le potenze di a crescono al crescere del-

I'esponente, ossia
r<y<=a* <a’

mentre se ¢ 0 < a < 1, allora le potenze di a decrescono al crescere
dell’esponente, ossia
i E=sa™ b,

e Invertibilita Per ogni a > 0, due potenze di a sono uguali se e solo se
sono uguali gli esponenti, cioé

T

a" =ad' = zr=y.

Utile: la potenza con esponente irrazionale (per a > 0), puo essere visto come:
a® = t_log(c:"‘) — 5 log(a)
Proprieta delle funzioni esponenziali e dei logaritmi

1) Equazioni esponenziali elementari
L'equazione esponenziale elementare si presenta nella forma

ax =b,cona>0ea+1

e risulta essere:
a) impossibile se b < 0 (perché la funzione esponenziale &€ sempre positiva)

b) determinataseb >0

A queste, si riconducono e risolvono equazioni del tipo: a™=a&X

2018)" =1 x=0
10° =—10 = impossibile

e =0— impossibile

4> . 2! =16 — applicando le proprieta delle potenze
24—2X—X+] = 24 B 25—){ = 24 -3 X = l
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Logaritmi «

Dati due numeri reali positivi a e b, con a 21, “a” detta base e “b” argomento, si chiama logaritmo in base a
di b e si scrive loga.b, I'esponente a cui elevare a per ottenere b, cioé:

z=log,b &= a" =D

dove deve essere a >0, a# 1l e b > 0.

Valendo inoltre:

e Fissato a > 0,a # 1, si ha

| log, a* = z per ogni z reale. |

In particolare, |loga a=1 | o |loga 1= 0‘ (in quanto log, 1 = log, a°).

e Fissato a > 0,a # 1, si ha

| alogab — p per ogni b reale positivo. |

Normalmente, i logaritmi sono in base 10, ma si puo usare la base “e”, dove e = 2.71828... (numero di
Nepero), che descrive il livello di crescita nel corso del tempo (la funzione esponenziale descrive la
quantita).

Normalmente, log indica logo; tuttavia, spesso, log indica proprio logaritmo naturale,

espresso anche come In.

Confrontiamo la cosa utile: le funzione esponenziali e logaritmiche.

Si dice funzione esponenziale una funzione del tipo:
VxeR f(x)=a*a€eR}
che associa ad ogni numero reale x un numero positivo rappresentato con a”.
La funzione esponenziale ¢ positiva per ogni x reale e il suo andamento dipende dal valore di a
0<a<l a=1

A
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Si dice funzione logaritmo una funzione del tipo:

VxeR; f(x)=log,x ,a€R;
che associa ad ogni numero reale positivo x un numero rappresentato con log, x .
La funzione esponenziale € positiva per ogni x reale e il suo andamento dipende dal valore di a:

0<a<1 a>1

xERf x>0
log.x=bex=a’>0

La funzione logaritmica di base a ¢ la funzione inversa della funzione esponenziale di base a.

A

log, x
a>1

O<a<l

Fatti fondamentali funzioni goniometriche: seno, coseno, tangente

Funzione seno

La funzione goniometrica y = sin(,r) e una funzione da R in R, che associa ad ogni x il cosiddetto
seno di x

sin(z) : R — [—1,1]
x +— sin(x)

Il suo dominio & tutto R ed ha come immagine l'intervallo chiuso e limitato [—1, 1].

—Iw -5my Am 3w, W -, 0 M W 3m, 2w SW, 3w

Grafico della funzione seno
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Funzione coseno «

Le funzione coseno, insieme al seno, & la seconda ed unica funzione che non viene definita a partire da
altre funzioni goniometriche

cos(z) : R — [-1,1]
T cos(z)

Il suo dominio & tutto |k ed ha come immagine l'intervallo [—1, 1].

)

NN

-aw -5my 2w 3w, -m -m, O m, w 3w, o sm, 3w

Grafico della funzione coseno

La funzione tangente y = tan(z) & definita come rapporto tra le funzioni seno e coseno:

sin(x)
cos(z)

tan(z) :=
Il suo dominio & dato da R ad esclusione dei valori che annullano il coseno

r=—+knm, keZ

B

mentre la sua immagine ¢

th & - % o

- e

-Im ST, 3w, oW -, (0] LA imy,  am
Grafico della funzione tangente

Scritto da Gabriel



Elementi di Analisi 1

L’equazione della retta e della parabola

L’equazione delle retta permette di individuare I'appartenenza di punti (x, y) al piano cartesiano.

Puo essere di due tipi:
1) Forma implicita

ar +by+c=0

2) Forma esplicita

y=mI+q

M ¢ il coefficiente angolare, indica la pendenza della retta.

ioé iti Y m>0
sem>0 cioé un numero positivo la
retta sara rivolta verso l'alto ) L m

é crescente. v !
a retta sara rivolta verso il basso

q r
y m<0
q r
e decrescete.

@ éiltermine noto e rappresenta l'ordinata all’origine, ciog il punto in cui la retta

Se m<0 cioé un numero negativo,

interseca 'asse delle y

Utile dopo per le funzioni:
Rappresentazione grafica di una retta : primo metodo

Rappresentiamo nel piano cartesiano la retta di equazione y= 2x+3

1) Attribuiamo alla x valori da noi scelti e li sostituiamo nell’equazione per trovare il
valore della y usando una tabella :

y= 2x+3
X |y Sex=0 y=2*(0)+3 y=0+3 y=3 A(0;3)
0 (3 sex=1 y=2*1)+3 y=2+3 Y=5 B (1;5)
1 |5 sex=2 y=2*Q2H3 y=4+43 Y=7 C(2;7)
2 |7 FHH
1 .
N e . AT
2) Riportiamo i punti ottenuti sul piano cartesiano, _.]"I alrrer He
li uniamo e otteniamo la retta T Z . ?fl
1= . 0 T e
E T
NANEEE: ?—53
=3 e = 1 |
J 7 }T [T

Scritto da Gabriel
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Rappresentazione grafica di una retta : secondo metodo

3
y=—=x+4

Rappresentiamo nel piano cartesiano la retta di equazione 2

1) Poiché q=4 sappiamo che la retta interseca lI'asse delle y nel punto 4. Quindi
disegniamo sul piano cartesiano il punto y=4 . Questo punto lo chiamiamo A

2) |l coefficiente angolare e il rapporto tra I'asse delle y e I'asse delle x secondo la
seguente formula: Ay 3

T2 \

quindi da questa formula ricavo chey = -3 e la x=2

3) Partendo dal punto y=4, senza spostare la penna
dal foglio mi sposto verso il basso di 3 unita (perché
la y=-3) e a destra di 2 unita (perché la x=2).
Ottengo il punto B.

4) Unisco il punto A e il punto B e ottengo la retta.

Equazioni di secondo grado

Esse hanno la forma: ar: +br+c=0

Possono ammettere a seconda del caso, un certo numero di soluzioni:

1) Due soluzioni. L'equazione di secondo grado & determinata e ammette due soluzioni reali.
S={z1,z2}, conzi,r2 €ER e 11 # 19

2) Una soluzione. L'equazione di secondo grado & determinata e ammette una soluzione reale. Pil

precisamente si dice che I'equazione ammette due soluzioni reali coincidenti, o anche che ammette una

soluzione reale con molteplicita algebrica 2.

S={z1}, conr €R (z1 = )

3) Nessuna soluzione. L'equazione di secondo grado & impossibile e non ammette alcuna soluzione
reale.

,B;I‘ER

Scritto da Gabriel

@



Elementi di Analisi 1

Per risolverle, normalmente, si usa la formula del delta o discriminante:

ar’ +br+e=0 cona#0, b#£0, c£0 A= —dae
Ele
radici/soluzioni:
Il discriminante ci permette di scrivere la formula risolutiva:
-bt+t VA
Tig = ——
e 2a
o0, esplicitamente
Ty = —b—vbi—4ac
—b+ Vb2 —4dac 2“
ry12 =
2 ry = bEVITEE
I = 2%
Risoluzione delle altre versioni:
2
- Monomia=> b=c=0 ar" =0 cona % 0 La loro soluzione é: =10
- Pura>b=0 La loro soluzione é:
2 2 = -
ar“+c=0 cona#0, c#0 = T2 = £y —
- Spurie>c=0 La loro soluzione eé:
ar’? + bz =0 cona#0, b#0 —b
= -‘ by =0, T = —
a
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Numeri reali ed insiemi
L'insieme € una collezione di oggetti. Un elemento pud appartenere o non appartenere.

Valgono le proprieta di:

UNIONE (A UB) Si definisce 'unione di A e B come 'insieme
AuB={sc X:zc Aoz & B}

INTERSEZIONE (A NB) L'intersezione di A e B & l'insieme

ANB={rxeX:zcAex € B}

DIFFERENZA (A \ B) Per definizione si pone
A\B={zeX:®xc Aeczx ¢ B}
L’insieme A\ B si chiama insieme differenza di A e B.

COMPLEMENTARE L’insieme complementare (“il complementare”) di A
in X & l'insieme

A°=X\A={zeX:z¢A}.
Da qui, introduciamo il concetto di funzione:

Definizione 1.2.3 (Funzione). Una funzione f da A a B & una relazione da
A a B tale che

(1) Ve A dy e B tale che (z,y) € f;

(2) se (z,y) € fe(z,y) € f alloray =y (ossia f & univoca).

Data una funzione f, useremo d’ora in avanti la notazione f: A — B. In tal
caso A e chiamato il dominio di f, mentre B e il codominio di f.
In altre parole, se f: A — B e una funzione si ha che

Yec Adlype B iy € F

Si pone inoltre y = f(z), e si dice che y ¢ il valore di f in z.

Da qui, parliamo di funzione iniettiva se f(:r'l) = f(:r'g) — I'] = .

e suriettiva se: f(A) =B

Scritto da Gabriel
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Valgono le relazioni d’ordine:

1) riflessivase x Rx Vx € A;
. . implica
2) simmetrica sez Ry — y R z;

# e implica
3) transitivase s RyeyRz — z R z;

implica

4) antisimmelrica sex RyeyRax — = =y.

Si dice che una relazione R e una relazione d’equivalenza se R e riflessiva,
simmetrica e transitiva.

Possiamo quindi confrontare tutte le coppie di elementi e dare queste definizioni:

Definizione 1.3.3. Sia (X, <) un insieme non vuoto e ordinato (parzialmente
e/o totalmente) e sia A C X, A # @.

e Si dice che z € X e un maggiorante di Asea<zVacA
e Si dice che y € X & un minorante di Asey <aVaec A.

e Si dice che A ha massimo se 3N € A talechea < AVae A
In tal caso A el max A.

e Si dice che A ha minimo se 3 u € Ataleche p <aVae A

def. .
In tal caso p %l 1nin A.

La differenza tra massimo e maggiorante (e analogamente, tra minimo e minorante) & che:
- il massimo (o minimo) di un insieme, se esiste, appartiene all'insieme ed ¢ il pil grande (o piu
piccolo) dell’insieme.
- I maggiorante invece NON appartiene NECESSARIAMENTE all'insieme. Il massimo & un
maggiorante, ma NON vale I'implicazione inversa.
Se un insieme e ordinato il massimo (max) o minimo (min) & unico.

A questo punto, si introducono le definizioni di estremi.

Definizione 1.3.4 (Estremi superiore ed inferiore: sup, inf). Siano (X, <)
un insieme ordinato e A C X, A # @. Si dice che A ha estremo superiore
in (X, <) se l'insieme dei maggioranti di A & non vuoto e ha minimo. Tale
elemento (se esiste) si indica con sup A.

(Osservare che se esiste sup A, allora esso ¢ il minimo dei maggioranti).

Per analogia, sia A C X, A # @. Se l'insieme dei minoranti di A in (X, <) ¢
non vuoto e ha massimo, allora esso & detto estremo inferiore di A e si indica

con inf A.
(Pertanto, se esiste inf A esso & il massimo dei minoranti di A).

In particolare:

Scritto da Gabriel



Elementi di Analisi 1

- Un maggiorante & un numero reale che maggiora, cioe piu grande, di ogni elemento dell’insieme.

- Un minorante € un numero reale che minora, cioé piu piccolo, di ogni elemento dell’insieme.

- L’estremo superiore ¢ il pil piccolo dei maggioranti e il piu piccolo numero reale pit grande di tutti
gli elementi dell’insieme considerato

- L'estremo inferiore & il pit grande dei minorante e il pitu grande numero reale piu piccolo di tutti gli
elementi dell’insieme considerato

Proprieta di sup e inf

Siano (X, <) un insieme ordinato e A C X, A #+ @&,

(SUP) Si ha che A = sup A se e solo se valgono entrambe le seguenti:
a<\ Vae A
) MeX,as A YVaeA = A< A

(INF) Si ha che ;i = inf A se e solo se valgono entrambe le seguenti:
) p<a Va€gA,;
) meX p<a YVaeAd = p <p.

Si dimostra (ma omettiamo di farlo) il seguente:

Teorema 1.3.2. Siano (X, <) un insieme ordinato (parzialmente) ed A C X, A # @.
Valgono le sequenti:

1) se A ha massimo, allorae si ha max A =sup A;
2) se A ha minimo, allora si ha min A = inf A.
La dimostrazione & un semplice esercizio, basato sulle definizioni.

Definizione 1.3.5. Sia A C X, A # @, dove (X, <) & un insieme ordinato.
Si dice che A & superiormente limitato se esiste (almeno) un maggiorante di
A. Inoltre A & inferiormente limitato se esiste (almeno) un minorante di A.
Infine Iinsieme A & detto limitato se esistono (almeno) un minorante e un
maggiorante di A.

In particolare, si ha che un insieme ordinato &€ completo se ogni suo sottoinsieme diverso da O sia
superiormente limitato e ammette estremo superiore.

Dato un insieme, I'ordinamento dei numeri:

- sui numeri naturali, ricaviamo che I'insieme & ordinato per il principio di induzione di Peano, cioe
tale che dati due numeri, ne esista sempre almeno un numero somma e cosi via, partendo dal
primo

- sui numeri razionali, sappiamo che la proprieta vale passando a frazioni equivalenti
(a/b < ¢/d & ad < bc), quindi moltiplicando o dividendo i numeri, siamo sempre in grado di
confrontarli.

In particolare, pero:

Teorema 1.3.3. Sia (X, <) un insieme ordinato e completo. Sian AC X, A# O.
Se A ¢ inferiormente limitato allora A ammelte estremo inferiore (cioé, 3 inf A).

Scritto da Gabriel
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L'insieme Q non & completo

Esempio 1.3.3 (Importante: (@, <) non & completo). Si consideri l'insieme
dei numeri razionali (J munito dell’'usuale relazione d'ordine <.

Sia quindi A= {z € Q : x > 0 e 22 < 2}. Si vede facilmente che A # & e che
A & superiormente limitato.

Infatti 1 € A. Inoltre

ged =%z30 18<2 — x>0, <4
= 0lr=20et 2] =0 = g—2<0
=

Affermiamo ora che P sup A.

Stiamo quindi dicendo: esiste un estremo superiore e noi, per assurdo, diciamo che non esiste.
Per dimostrare tale affermazione, ragioniamo per assurdo. Se

dA=sup A
allora dev’essere vera una delle seguenti alternative:
(1) 22 <2 oppure
(D). A= 8 Sppue
3.2 2

Dimostreremo che in ognuno di questi tre casi si arriva ad un assurdo.
I casi (1) e (3) sono simili.
Proviamo che se vale (1) si arriva ad una contraddizione.
1) PerA?<2,
Infatti affermiamo che, se A? < 2, allora esiste ¢ € Q, ¢ > 0, tale che

(A+e)? <2
Pertanto A+ € A e dunque A + ¢ <sup A = A, cioe £ < 0. Assurdo.

e cioé partendo da un numero razionale ed ingrandendolo, ho trovato un numero razionale il cui
quadrato & minore di due, il che & assurdo perché nella nostra ipotesi p era un estremosuperiore)

2) PerA?=2, la dimostrazione della irrazionalita di V2, non & possibile che un nhumero razionale al
quadrato dia 2. Da a?/b% = 2 si dedurrebbe, (in N, ovviamente con b # 0), 'uguaglianza 2b? = a2,
assurda, comparendo il fattore primo 2 un numero pari e dispari di volte rispettivamente nel primo
e nel secondo membro dell’uguaglianza

3) PerA2>2

Se A? > 2 allora affermiamo che esiste ¢ > 0, € € Q, tale che (A —g)? > 2
(proveremo tra poco anche quest’affermazione). In tal caso, siha A > A —=e
cio contraddice che A sia il minimo maggiorante di A.

Scritto da Gabriel
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Dimostriamo a questo punto le due affermazioni fatte, nei casi 1) e 3).

: e A2 _ 2342 i i :
Sia y := A — = Allora risulta che

2(\2 — 2) ;
e P = 1% < 2.
¥ Grzp 0= VS

Ma y > A e quindi ¢ della forma y = A+ € con € = 2;;‘;.

Lo stesso argomento funziona nel caso 3). Precisamente, se vale A2 > 2 allora
ragionando come prima si trova y della forma y = A — ¢ tale che > > 2. In
altre parole, se A?> > 2 allora esiste £ > 0, ¢ < )\, tale che (A —£)? > 2.

L’estremo superiore “p” del nostro sottoinsieme S di Q, quindi, non esiste e la completezza non & quindi
una caratteristica posseduta dall’'insieme Q . E dall'incompletezza di Q che partiamo per giustificare
I'introduzione dei numeri reali, quali insieme indispensabile per poter esprimere misure di grandezze
fisiche, operazione per cui € necessaria la completezza.

Abbiamo infatti che, per i numeri reali, avremo che:

Se A e B sono due sottoinsiemi non vuoti dell'insieme IR, tali che @ < I per ogni a € A e per ogni
b € B, allora esiste un elemento ~ € IR tale che

a<c<bperogniae Aeperognih € B

L'elemento ¢ & detto elemento separatore degli insiemi 4 e B e, in generale, non & unico.

Concretamente, infatti, significa che, per ogni numero reale, vale che un elemento separatore significa che
esiste sempre un elemento prima o dopo rispetto al numero considerato.
L’elemento, comunque, esiste sempre ed € unico, potendo quindi descrivere che:

1) Se 4 & uninsieme non vuoto limitato superiormente e scegliamo come R l'insieme dei maggioranti di
A, allora I'elemento separatore ¢ tra 4 e B & unico.

2) In modo analogo si dimostra che se B & un insieme non vucto e limitato inferiormente e 4 & l'insieme
dei minoranti di 3 allora il massimo dell'insieme 4 & |'unico elemento separatore tra 4 e B.

Scritto da Gabriel
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Normalmente, valgono 4 proprieta per i numeri reali:

Ricordare che gruppo commutativo € un insieme X dotato di un’operazione
binaria *: X x X — X tale che:

1) (rxy)*z=xzx(y*z) Vz,y,z€ X (proprieta associativa);
2) de € X, elemento neutro, tale cheexz =z *xe = z;
3) Vaxe X dye X, linverso, taleche x sy =y *xx = e;
4y Ve,ye X sihax*y=yx*x (proprietd commutativa).
L’addizione presenta il numero 0 come elemento neutro, la moltiplicazione il numero 1.

Parliamo ora del modulo o anche valore assoluto: def. nmﬁ{_-r: __q;}_

I

| singoli insiemi sono:
- Uninsieme si dice numerabile se pud essere messo in corrispondenza biunivoca con N.
o Seuninsieme numerabile possiede un numero infinito di elementi, viene detto
infinito numerabile, e dato che pud essere messo in corrispondenza biunivoca con i numeri
naturali, si pud dire che uninsieme & infinito numerabile se ha la cardinalita di N.
- Sidice che un insieme ¢ al piti numerabile se & numerabile o finito.
- In matematica, un insieme non numerabile (o piti che numerabile) &€ un insieme infinito che non &
numerabile, cioé non puo essere posto in corrispondenza biunivoca con l'insieme dei numeri
naturali.

Gli insiemi notevoli sono:

- N eélinsieme dei numeri naturali

N={0,1,2....n ...}
- Zeél'insieme dei numeri interi

Z={...,-2,-1,0,1,2,...}

- Qe l'insieme dei numeri reazionali, ovvero delle frazioni con numeratore e denominatore interi, e
denominatore diverso da zero.

Q={mh|meZ neNn#0}
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Successioni

Abbiamo ora in concetto di successione, quindi un insieme di valori, intesa come funzione nei naturali, vista
come:

Folnens {fo OppUTe Tim foswney Fagn o
rimER LAl Il termine f, si chiama termine n-esimo della successione {f,}.

avendo banalmente che un sottoinsieme di valori tra quelli considerati si chiama sotto-successione.

Abbiamo che una generica successione a, converge al proprio limite (per n = o) se:

|V€>UE|ﬁ:V-nEN(-n,>ﬁ. = la, — 1| <)

”l”

e quindi, significa che per infinito, la successione “si avvicina-va verso” un valore “I” piu 0 meno un certo

valore (molto piccolo) €.
Se il limite esiste, € unico (la dimostrazione si basa sul fatto che si trova come punto medio di due limiti e,
alla fine, si trova che essi distano di una stessa costante).

Cose ovvie:
- Se converge una successione, converge ogni sottosuccessione

- esistono somma, prodotto e divisione di successioni

Introduciamo la permanenza del segno, cioé la successione mantiene per tutti i suoi valori lo stesso segno:

Teorema 3.1.4 (Permanenza del segno). Sia {an}nen C R, lim, 00 an = 1.
Sel>0(l <0) st ha che

dneN:a,>0(a,<0)Vn>n.

Dimostrazione. Si ha
Ve>03dneN:l—e<a,<l+e Vn>n.

Percio, se ¢ = |l| si ha

L—|l| <an<l+]l] Vn>na.

Quindi, se [ > 0 si ha

_;3 |

0=Il—|l|<a. ¥Yn>

Altrimenti, se [ < 0 si ha

:'_.3 |

ap, <l+l{|=0 Vn>

(Quindi, avremo che grazie al fatto che il limite sia visto come valore assoluto, si dimostra che la somma
converge a 0).
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Corollario 3.1.1. Siano {a.}, {b.} C R successioni tali che lim, 4o an =1,

lim, 100 by = m. Sel < m, allora esiste n € N tale che a, < b, per ogni
n>n.

Dimostrazione. Dalle ipotesi segue che b, — a, —— m — [ > 0. Cice
n—4o0

da:b,—a,>0 Vn>n.

Corollario 3.1.2. Siano {a,},{b.} C R successioni tali che lim,_ ;4o an =1,
lim, ,, b, =m. Sea, <b, per ogni n € N, alloral < m.

In altre parole, le disuguaglianze si conservano al limite.

Dimostrazione. Per assurdo, se | > m, per il Corollario 3.1.1 si ha che
dn:b,—a, <0 Vn>n.

Ossia b, < a,, ¥ n > n, cio che e assurdo. O

Similmente, avremo che anche le disuguaglianze e relative successioni, mantengono I'ordine degli elementi
e quindi riescano ad essere sempre piu grandi o piu piccole di altre successioni (per assurdo, si prova a
dimostrare che non sia cosi, ma per il fatto che esista un solo limite a cui tengono, di sicuro si mantiene la
relazione di ordine).

Esiste il teorema del confronto/dei 2 Carabinieri per successioni:

Teorema 3.1.5 (2 Carabinieri). Siano {a, bnens {0n et {Cnfnen € R € si
assuma che lim,_,,..a, =1 e che lim,_, b, =1. Sea, <e, <b,Vn, si ha
W= L

Definizione 3.1.2. Sia {a,}, C R. Allora tale successione ¢ detta:
Anche le successioni possono essere limitate

) e superiormente limitata, se 3IM € R:a, <M VneN;
(sopra, sotto o da entrambe le parti).

e inferiormente limitata,se AM € R:a, > M VneN;
e himitata,se AM €R: |a,| <M VnelN.

Ogni successione convergente é limitata (la

dimostrazione si basa sul fatto che, essendo I'insieme limitato, allora, esistera almeno un estremo a cui
tende).

Similmente, abbiamo che una successione diverge qualora tenda ad infinito e
- diverge positivamente se tende a +oo
- diverge negativamente se tende a -o°

Qualora abbiamo dei numeri che non possiamo maneggiare abbiamo che, si parla di forme indeterminate.
Le forme indeterminate sono del tipo:
s ) i“ Ei]
s o0 — 00 Wl ,
3 5 1, 0%, °

A questo punto, descriviamo la monotonia, intesa come una successione che continua ad avere uno stesso
andamento e, in particolare, questa puo crescere e decrescere.
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Se la disuguaglianza non presenta un uguale, allora la crescenza/decrescenza é stretta.
Se la disuguaglianza presenta un uguale, allora la crescenza/decrescenza NON é stretta.

Definizione 3.1.4. Una successione {a, }nen € R ¢ detta monotona crescente
se a, < ap+1 Vn € N e monotona decrescente se si ha a, > a,.1 Vn e N.

Si dice inoltre che {a,} ¢ strettamente monotona crescente/decrescente se le
disuguaglianze usate nella definizione sono strcttc‘i, ossia se a, < ap+1 VR eN
e a, > a1 Vn € N, rispettivamente.

Notazione. Le scritture a, ' e a, ™ indicano, rispettivamente, che a, ¢
monotona crescente oppure monotona decrescente (ma non necessariamente
strettamente).

Teorema 3.1.8. Ogni successione monotona ammette limite.
Pit, precisamente, se {a,}nen C R, valgono le seguenti affermazioni:

1) G 2= 1iilis 5 pos ey =800 renas
2) Ay \( - hnl'n—)-l—-:o Ay = ]-nf'néN Qy, .

(La dimostrazione si basa sul fatto che R & un insieme completo e, in particolare, presentera sempre un
estremo superiore o inferiore)

Una particolare successione € quella del numero di Nepero, che tende ad 1 come limite avendo che a,
converge e b, diverge e quindi da qui, avremo il loro andamento si assesta ad e.

4N\ T
def. 1 . .

e = lim [1+=) | lim b, = lim a,
n n—+00 n—+=+00

—

def.
= E.

n—+oo

Segue il teorema molto importante:

Teorema 3.1.9 (di Bolzano - Weierstrass). Ogni successione reale limitata
ammette una sotto-successione convergente.

Pit precisamente, per ogni {a,}nen C R per la quale esiste M > 0 tale che

|an| < M per ogni n € N, s1 ha che esiste k,, /* tale che ax, —-——:—) [eR.
n—+0o

(Commentando la dimostrazione, avremo che essendo limitata sopra e sotto ed essendo una successione
crescente, proprio per il fatto di avere sempre degli estremi, avremo che il limite esiste ed an € limitata ad
n).

Un particolare tipo di successioni sono quelle per ricorrenza, per il fatto che avranno estremi superiori e
inferiori ciclicamente sulle proprie sottosuccessioni.
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Una particolare successione € la successione di Cauchy:

Definizione 3.1.5. Una successione {an}neN C R e detta successione di
Cauchy se vale la seguente:

Ve>03neN:VnmeN(nm>n = |a, —a,| <e).

In altre parole, {a.n} ¢ di Cauchy se i suoi termini sono “arbitrariamente”
vicing tra loro, purché gli indici dei termini considerati siano abbastanza grandi.

Proposizione 3.1.1. Se {a,},en C R, a, = 1 € R, allora {a,} é di Cauchy.

In altre parole, ogni successione reale convergente ¢ di Cauchy.

Possiamo definire Cauchy come disuguaglianza triangolare delle successioni, quindi permette di dire che ogni
coppia di successioni, se di Cauchy avranno approssimativamente lo stesso limite (stretto), che esiste grazie

al fatto che I'insieme ¢ limitato (Bolzano-Weierstrass).

Accenno a livello visivo = Ordini di confronto

“

Siano {ay, fnen, {bn}nen € R due successioni reali. Si dice che a, € un “o
piccolo” di b, per n — 400, ed in tal caso si scrive

Ap = O(bn) ('Tl- = +OO)
se e solo se p
lim — =0.
S

Siano {an fnen, {bn}pnen C R due successioni reali. Si dice che a, & un “0
rande” di b,, per n — +00. ed in tal caso si scrive
n

an = O(bn) (ﬂ, — +OC)-

se e solo se

(3

dJneNIMeR : ( <M Vn>ﬁ).

mn
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Limiti di funzioni @

Prima di introdurre i limiti, diciamo solo che, occasionalmente, gli estremi inf e sup possono corrispondere
a +Inf o -Inf; dunque, si consideri possano far parte dei nostri intorni di analisi.

Il fatto naturale di limite considera che, per x che si avvicina ad un punto xg, avremo che la funzione f(x)

considerata si avvicina ad un punto A.

Definizione 6.1.2. Siano A C R, zy € D(A), X € R. Sia f: A — R. Per
definizione, f(x) tende a A per x che tende a

& VVeth IWe, f@eV VeA\{n}nW]

In tal caso si serive
lim f(z) =2,
T—+Ip

oppure si usano le scritture equivalenti f(x) —— A o f(z) — A per z — .
Tr—Ip

Inoltre, se cio avviene si dice che A & il limite di f per x — x,.

Casi di interesse: (1) e (4) delle dispense.
Supponiamo che lim,_,,, f(z) = A.

1) Siano zg € R, A € R. Allora %, = {JA —¢,A+¢[: ¢ > 0},
Uz, = {]xo — 9,20 + 0] : 6 > 0}. Percio

lim f(z)=AeR <

r—ro

Ve>035>0: fz) €A —e, A+ ¢
Vaé€lzg—9d,z0+0[N(A\{zo})

“—=Ve>036>0:Vze A\{xo} (Jlz—m0| <0 = |f(z)— A <¢&)
oppure
<= Ve>03d >0 tale che |[f(z) — M| < e per ogni z € A\ {0},

|z — x| < 0.

Intendendo per ciascuno rispettivamente:
- Xodeve essere punto di accumulazione
- g éeil raggio dell'intorno “J” di centro “I” i cui estremi sono “(I — €)” ed “(I + €)”
- & eilraggiodell’intorno “I” di centro “xo” i cui estremi sono “(xo - 6)” ed “(xo + 8)”

Iim f(z)=c

I—Ig

se, comungue si sceglie un valore = = () esiste un valore § > (), dipendente dal = scelto, tale che
comungque si consideri z € Dom( f) in modo che

0< |.‘T—.TQ| <4

ne consegue che

|f(z) —c| <€
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4) xg =+o00, A€ R. Allora %, ={]A —, A+ ¢[: e > 0},
Uy = Uyoo = {|M, +00[ : M € R}. Pertanto

: Ve>03aIMeR:|f(z)—Al<e
| )= A =
Jm f(=) VieR z>M

oppure

<=Ve>0IMecR:VzeR (z>M = |f(z)—A|<e).

Sia £ Dom (f) & R — I una funzione con dominio superiormente illimitato, tale cioé da essere
definita in un intorno di +oc¢. Diciamo che per x — +0oc la funzione tende ad un valore ¢ e scriviamc

IEI—P:-C f(;I‘) -

se per ogni £ > () esiste un valore )/ = (), dipendente da =, tale per cui se
> M

risulta che

|f(z) —c| <«

Il limite, quando esiste, € unico.
Teorema 6.2.1. Sia A C R e siano zg € D(A), 70 € R, f: A > R. Se
esistono A, p € R tali che

lim f(z) =X e lim f(z)=pu

T—+Iq =T

allora A = p.

Inoltre, sappiamo che “quando il limite della funzione per un punto xotende ad un valore, la funzione
assume quel valore nel punto considerato xo” = Localita del limite.

Segue, inoltre, la definizione dei limiti destro e sinistro, dove normalmente sappiamo che tendendo da
destra (+) o da sinistra (-) rispetto ad un punto xooppure rispetto a +Inf o -Inf, allora i due limiti esistono
finiti e tendono, normalmente, allo stesso valore.

Se A := R\ {zo} e B = |z, +00[, oppure B = |—00, o[, allora limite destro

(ds) e limite a sinistro (sn) di f in z, sono definiti ponendo?

lim f(z):=lim f . (z) e lim f(z):= IILIEU Fli—oo.zof (Z)-

Tz T—rxo T3mg

Segue dalla proposizione precedente che se esiste lim, ,,, f(z) allora esistono
lim, .+ f(z) ed i limiti ds e sn coincidono.
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Piu semplicemente, il limite ds si definisce equivalentemente come segue:

Ve>036>0:(mo<z<z0+d = |f(x) - <e).

N.B. Per quanto riguarda il limite sn, sempre nel caso A € R, nella definizione

precedente si deve usare un intorno sn di xg, ossia rg — 0 < r < 5. Questa e
I'unica modifica da fare.

Vediamo un esempio in cui il limite “non esiste”.

Esempi. (Importante)

1 x>0
LSaf:R=R,  fo)< o z=0.
-1 =<0
Si ha
A S@=1 g f@=-1
Pertanto
# lim f(x)

lim f(z) =+o0c, lim f(z)= —oc.

r—0t x—0~

Pertanto

Si ha inoltre che se

- unasuccessione tende per limite a xoallo stesso valore del limite di una funzione su xo, funzione e
successione convergono nel punto xo

Diamo i teoremi del limite di somma e prodotto:

Teorema 6.2.3. Siano A C R, f,g: A = R, zy € D(A)NR. Valgono le
sequenti affermazioni.

f(z) R AeR flz)+g(x) — A+ p  (somma)
1 s T—Zg .
glz) — peR f(z) - glz) — A p (prodotto)
T—Tg I—I()

Se inoltre f(x) —— A € R, g(z) —— p e R, p # 0, g(x) # 0 in
r—rIyg T—Ipn
A\ {zo}, allora
T A
i Y

g(z) =20 p

. . 1
| casi fondamentali da segnalare sono la presenza delle forme F=me 1=0
[ee]

ed altri “di contorno”.
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1)" Casi £00. Se f e g hanno limite +o0, segni concordi, per x — xq allora
il limite della somma é +o00 (0 —oc); il limite del prodotto é il prodotto
dei limiti (il segno ¢ dato dal prodotto dei segni).

2) Se f(z) —— Loo, f(z) #0 in A\ {zo}, allora

T—=>Tn
1
L f(x) =
Se f(z) —0 flz) >0(<0) in A\ {xo}, allora
lim — = 4+00 (—o0).
T+ f(j") ( )

3) Se f(x) < g(z) per ogni x € A\ {xo} € se limy_,z, f(x) = +o00 allora
lim,_y., g(x) = +00.

3) Sef(z) <g(z) Vze A\{zo} eg(z —) —o0 allora f(z) —— —o0.

]

4) f(@) A = 1f@)] 2 -

T—IQ

Come per le successioni, si considera il teorema dei 2 Carabinieri stavolta per i limiti, concludendo che se
una funzione é limitata superiormente ed inferiormente da altre due funzioni con lo stesso limite, anche lei
avra lo stesso limite.

Teorema 6.2.4 (2 carabinieri). Siano A C R, xo € D(A)NR, f,g,h: A = R.
Se esiste W € %,, tale che

f(@) < h(x) < g() V€ (A\ {zo}) NW
e se lim,_,,, f(z) = lim,_,,, g(z) = A € R, allora lim,_,,, h(z) = .

Per due funzioni vicine, vale inoltre il caso di Cauchy, quindi differiscono a meno di una costante (accenno).

Teorema 6.2.5 (Cauchy). Siano A C R, z; € D(A)NR, f: A = R. Sono
equivalenti:

1) AxeR: lim,,,, f(z)=

2) Ve>03AW e, :Vr,ye A\{xo} (z,ye W = |f(z)-f(y)| <e).

Come prima, riprendiamo i concetti 11 simboli, nel primo caso si ha di
superiormente limitata, _
inferiormente limitata e limitata nei IMeR: flz) <M VzeA

rispettivi casi:
b Analogamente, nel secondo caso

(questi inf e sup possono sempre IMeR: f(z)>M VazeA
essere, per la definizione a fianco

anche +Inf o -Inf) Infine, si dice che f & limitata se

AM>0: |f(z)|] <M VzeA
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CI’ESCEI’)ZG/dECI’ESC@nZG che, come diSCUSSO, pub essere stretta o non essere stretta.

Definizione 6.3.2 (Monotonia). Siano A C Red f: A — R. Si dice che f &
monotona crescente se

Come per le successioni, se la funzione presenta lo stesso andamento (monotonia), si puo avere la @

fle)<fly) VeygeA z<y.

Inoltre f & monotona strettamente crescente se
f@)<fly) Vz,ye A z<y.

N.B. Si dice che f & monotona (strettamente) decrescente se la precedente
definizione vale con le disuguaglianze invertite.

Si usano le notazioni f 7 (= f crescente) oppure f N\, (= f decrescente).

Da questo ne consegue che i limiti destri e sinistri possono tendere ai loro estremi sup ed inf.
A pagina successiva, i limiti notevoli.
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Limiti notevoli

analisi
funzioni goniometriche

. senx tgx
lim —=1 lim tgx =1
x—0 X x=0 X

1 - cosx . arcsenx

m = im——=1
x-0 x x-0 X

. l—cosx 1 . arctgx
lim == lim——— =
x-0 x2 2 x=0 X

funzioni esponenziali e logaritmiche

) 1\* = log,(1+x)
lim(14+-=] =e lim ——— = log, e
xX— 0 X x—-0 X

1 In(1+x)
lim(1+x)x=e lim——=1
x>0 x=0 X

- . " . Inx
lim = lna lim x*lnx=0; lim —=0 a>0
x=0 X x— 0% x— +o00 X%

. e*=1 N . Inx
lim—=1 lim —=0; lim — =0 a>1
x>0 X x- +o0 g* x- +0 g%

I' uguaglianza a sinistra puo essere
1+x)%-1 iguagia

o _ I utile per risolvere alcuni limiti che
lim————=g¢a [f(x)]g(x) - eg(x) mlre] si presentano nelle forme
x=0 X indeterminate 0° 1%® 4co®

ad ogni limite notevole si possono applicare le seguenti proprieta che lasciano invariato il risultato

se il testo del limite & invertito se nel limite al posto dixc'e nxil

se il testo del limite & invertito anche

izt anche il risultato sara invertito risultato del limite resta lo stesso il risultato sara invertito
. senx . X . Ssennx .
lim =1 lim = im =1 lim =
x—0 X x—0 Senx x—=0 nx x-0 sennx

frazioni equivalenti

per il calcolo dei limiti notevoli pud essere utile ricordare alcune delle possibili operazioni con le frazioni:

scomporre la frazione
iniziale in due frazioni

dividere ogni monomio del nu-
meratore e del denominatore

moltiplicare e dividere la
fra- zione per la stessa

moltiplicare e dividere il numeratore
per N efo moltiplicare e dividere il

per la stessa quantita n quantita n denominatore per M
a a
a 1 a 7 a a n a_pn
—_=qa - — T e -
b b b b b b n b b,
n m' ™
a*b a-b
a'b_l‘]’. b a-b_ n a-b_a.b n a.b_—n
c-d ¢ d c d-c 4 a4 B c.d d-c
n n
a_b a b
a+b a > b a+b 7Ty a+b=(a+b)_2 a+b gty
c+d c+d c+d ctd ¢,.d c+d  (c+d) n | c+d ¢, d
n'n n'n
a-b a-b
a-b b ab ab  a-b n abh
ctd % t+d ctd ¢ .d ctd  (c+td) n | c+d c_d
n'n n'n

v33
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Funzioni continue

S| definisce funzione continua & una funzione reale di variabile reale in cui i limiti destro e sinistro calcolati
nel punto coincidono con la valutazione della funzione del punto.
La definizione data considera che xo sia punto di accumulazione o punto isolato e:

f & continua in x &5
VV € Uy IWEYU,:VxeA(zeW = f(z) eV).

ossiaVe>036>0:Vze A ([z—x9| <éd = |f(z)— flzp)] < €).

La funzione f si dice continua in A se lo & in ogni z; € A. In questo caso si

scrive f € C(A), oppure f € C(A,R) = {f: A= R: f continua}.

Da questo vi sono due conseguenze importanti:
- Se xo non appartiene al dominio di A, allora f &€ continua in xo e I'unico punto in grado di rendere

continua f(x) & proprio x = Xo

1. Se g ¢ D(A) allora f & continua in g, quale che sia f.
Infatti
o ¢ D(A) = IW € %, : ANW = {xzo}.

Pertanto per ogni V' € %, si ha f(x) € V se z € ANW, dato che

s EANW < =)

- Lafunzione e continua nel suo punto di accumulazione se f(x) coincide con la valutazione del limite
nel punto considerato xo

2. Se zy € D(A) allora f e continua in z, se e solo se lim,_,,, f(z) = f(zg).

Come sempre, valgono i teoremi di somma, prodotto, reciproco di funzioni continue, in maniera similare a
quelli dei limiti.

Teorema 7.1.1. Siano ACR, f,g € C(A). Allora:
1) f+ge€C(A);
2) f-g€C(A);
3) se g# 0 in A allora g € C(A);
1) |f] € C(A).
Similmente, vale che il limite di una successione continua tenda, per limite, a xo e anche la funzionevalutata
nel punto tenda, per continuita, al punto stesso xo.

Teorema 7.1.2. Siano ACR, zp€ A, f: A— R. Allora

f continua in y <= V{z,}nen C A, £, —— xpst ha lim f(z,) = f(z0).
n—400 n—+0o0
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successione € continua e, comunque, tende allo stesso limite, quindi ad xo.

Inoltre, per il secondo punto, volendo provare la continuita, si ipotizza per assurdo che la funzione non sia
continua; tuttavia, abbiamo che la successione x, sara sempre maggiorata, per completezza dei reali, da
una certa quantita sommata/sottratta ad xo, contraddicendo il fatto che x, non sia continua).

(Per la dimostrazione abbiamo che, anche prendendo un valore pil piccolo a cui tende il limite, la «

Due teoremi importanti:
- La composizione, avendo che se abbiamo due funzioni f e g in due insiemi A e B, se tendono allo
stesso limite, per continuita, possiamo ipotizzare valga:

Teorema 7.1.3 (composizione). Siano f € C(A), g € C(B) dove A,B C R.
Se f(A) C B, allora go f € C(A).

(La dimostrazione afferma banalmente che essendo entrambe continue, il limite si basa sullo stesso
punto di accumulazione e cio conclude la prova).

- Weierstrass, per cui se A & insieme compatto e la funzione f appartiene al compatto C(A), allora
possiede massimo e minimo.

Teorema 7.1.4 (Weierstrass). Sia A C R un compatto. Se f € C(A) allora
f ha max e min su A.

(La dimostrazione verte sul fatto di considerare la tendenza agli estremi inf e sup e, per
compattezza, esiste sempre una sottosuccessione che, per continuita, tende proprio ad xo. Per
I"'unicita del limite, esso rimarra sempre tale, quindi coincidendo con inf o con sup).

Altro risultante importante e decisamente il teorema di Bolzano.

Teorema 7.2.1 (Bolzano). Siano a,b € R,a < b e sia f € C([a,b]) (cioé
f:la,b] = R continua) tale che f(a)- f(b) < 0. Allora esiste zo € [a,b] tale
che f(xy) = 0.

(La dimostrazione, spiegata a parole, considera di prendere ¢, punto medio di [a, b]. Non potendo sempre
valere f(c) = 0, allora avremo che bisognera porre f(a) * f(c) < 0 oppure f(b) - f(c) < 0.

Questo ci porta ad avere due variabili a; e b; che possono essere (a,c) oppure (c,b). Essendo che tendono ad
un nuovo punto medio in (b-a)/2, allora, poniamo c; questo nuovo punto medio.

Induttivamente, si ha lo stesso ragionamento; cid fa supporre che le successioni siano limitate, rispetto ad a
e rispetto a b, generando quindi a, € bn.

Si avra quindi che il punto medio delle successioni tende a 0, valendo il teorema).

Importante, allo stesso modo il teorema dei Valori intermedi. Conseguenza a questo, alcune funzioni
possono non avere massimo e minimo e nella loro valutazione, considerano gli estremi inf e sup.

Corollario 7.2.1 (Teorema dei Valori Intermedi). Sia I C R un intervallo e
sia f € C(I), f non costante. Allora per ogni 1,z € I tali che f(x1) < f(x2)
e per ogni y € |f(x1), f(zq)] esiste x € I tale che f(z) = y.

(La dimostrazione considera che, avendo due punti diversi x; e x,, allora, avremo che il limite di xo € paria 0
per una delle due funzioni e, per I'altra, si abbia che in xosi abbia la funzione. Questo significa che la
valutazione di una funzione considera che esista almeno un punto intermedio di valutazione).

A questo punto, solo un accenno alla continuita uniforme, tale che una funzione definita su due valori (x,y)

presenta una continuita a coppia (quindi, se x varia, varia anche y). Ogni insieme compatto e
uniformemente continuo.
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Essendo un intermezzo, anche se gia presente sopra, i grafici delle funzioni esponenziale e logaritmiche.
Si considera che la base del logaritmo (a) sia sempre e, numero di Nepero (vedi sopra).

Notazione. D’ora in poi se @ = e scriveremo equivalentemente

log,, lg, log, In

per indicare il cosiddetto “logaritmo naturale” (ossia in base €).

Gralfici di esponenziali e logaritmi

Y

(a) sea>1 (b) se a €]0,1]

Figura 8.1: Grafici della funzione esponenziale a*

(a) sea>1 (b) se a €]0,1]

Figura 8.2: Grafici della funzione logaritmica log, «
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Calcolo differenziale @

Il rapporto incrementale € il rapporto tra la variazione di ordinate e la variazione di ascisse definite a partire
da una certa quantita h. Similmente, da qui si ha la definizione di derivata, intesa come limite del rapporto
incrementale della funzione nel punto al tendere dell'incremento a zero.

Siano'! ACR, 7o € AND(A) ed f: A — R. 1l rapporto incrementale di f di
punto iniziale z; & la funzione

Rf(zo): A\ {zo} = R, Ry(zo)(x) def. f(2z) = f(z0)

r —Ig
Si dice che f e derivabile in x se esiste finito il seguente limite:

lim R¢(zo)(z) = lim (@) = f(zo) (e R) (9.1)

r—+Ip T—+Ip T — Iy

Questo limite si chiama derivata di f in xy. Si pone

F(z0) L lim L8 = F (@)

r—zp Tr— Tp

Altre notazioni usate di frequente sono

Diz), SL| . e

“lz=zg

Equivalentemente a sopra, si ha quest’altra notazione sotto, che pone semplicemente h = x — xo.

Osservazione 9.1.1. Il limite (9.1) € equivalente al seguente

lim f(zo+h) — f(zo)

h—0 h

(porre h = x — zg).

(Abbiamo che per continuita la seconda é equivalente alla prima e si ha I'utilizzo di una funzione
infinitesima che rende I'equivalenza possibile; abbiamo inoltre che la prima viene sempre preferita a
quest’ultima).

Altra sottigliezza, ma importante:

Corollario 9.1.1. Siano A CR, 2o € AND(A), f: A— R. Se f é derivabile

in zq allora f é continua in xg.

Dimostrazione. Dalla (9.2) si ottiene che lim, ,,, f(z) = f(zo) e la tesi segue

poiché x; € un punto di accumulazione di A. a
Osservazione 9.1.2 (Importante). Non é vero il viceversa. Cioe esistono o
funzioni continue non derivabili. Per esempio, la funzione modulo

f(z) = |z}

Grafico di f(x) = |x]|
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Qui definiamo poi, i teoremi su somma, prodotto, reciproco di derivate:

Teorema 9.1.1. Siano A C R, 2o € AND(A), f,g: A — R derivabili in x,.
Allora:

1) f+g ¢ derivabile in xy e si ha
(f +9)(z0) = f'(z0) + ¢'(x0)
2) f g é derivabile in zo e si ha (regola Leibniz)

(f - 9) (o) = f'(z0)g(x0) + f(20)g' (0);

3) se g(xy) # 0 allora ! e derivabile in zy e si ha

i ! o f'(xo)g(z0) — f(z0)g (x0)
(9) = 9%(2o) '

(Le dimostrazioni sono prove calcolose, dunque algebriche, usando il rapporto incrementale).

Utilissimo anche il teorema di composizione di funzioni derivabili, graficamente confuso ma indica che la
derivata della funzione composta (chiamata cosi proprio perché formata da almeno due funzioni, quindi del
tipo h(x) = g(f(x))) & data dalla derivata della funzione piu esterna, con argomento invariato, moltiplicata per
la derivata della funzione piu interna.

Teorema 9.1.2. Siano A BCR, f:A—- R ¢g: B - R, f(A) C B. Sia
zo € AN D(A) e sia f derivabile in x,. Assumiamo che f(z,) € D(B) e che
g sta derivabile in f(xy). Allora go f e derivabile in zy e vale

(90 f)(x0) = g'(f(x0)) - f'(x0)-

(Similmente, la dimostrazione verte sulla comune convergenza a 0 del calcolo della derivata e conseguente
rapporto incrementale tendente alla funzione stessa).

Viene poi esposta la derivata della funzione inversa, dove banalmente vale che consente di calcolare la
derivata dell’inversa senza conoscere I'espressione analitica dell’inversa (senza quindi doverla calcolare). Da
questa consegue che da esponenziale si passa a logaritmo, che esistano le funzioni tangente, arcotangente,
ecc.

Teorema 9.1.3. Siano I # @ un intervallo non vuoto, f: 1 ST R, feC()

(0ssia continua e iniettiva). Sia xo € I e sia f derivabile in xy con f'(xq¢) # 0.

Allora linversa f=': f(I) = R & derivabile in f(x) (df:f yn) e st ha

B 1
(f ) (%o) —f’(l'n)'

(La dimostrazione considera proprio la convergenza della funzione all’'inversa per cui, ragionando sul
rapporto incrementale normale ed inverso, si ha convergenza alla stessa funzione e alla derivata in xo).

A questo punto, occorre enunciare la presenza di punti di massimo/minimo relativo, quindi considerato

rispetto ad un intervallo del punto xo, non su tutto I'intervallo (in tal caso, saremmo in massimo/minimo
assoluto).
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Definizione 9.1.1. Siano ACR, f: A = R, x5 € A. Si dice che x, & punto

di minimo (massimo) relativo per f se

Sp =

Vale anche il primo teorema di Fermat, che discute I'esistenza del punto stazionario (se esiste massimo o

: f(z) 2 f(zo) (tisp. <) V€ Jrg—p,xo+pl

minimo relativo, la derivata nel punto equivale a 0):

Teorema 9.1.4. Sia A C R e sia f: A — R derivabile. Sia zo € A (cioé
nell’interno di A, ossia esiste un intorno di xy tutto incluso in A). Se xq é
punto estremante relativo (cioé¢ min o max relativo) allora f'(zg) = 0.

(La dimostrazione afferma che i rapporti incrementali destro e sinistro sono <= 0 >= a 0, pertanto risultando

globalmente paria 0).

Questo teorema permette di ricavare tutte le derivate fondamentali:

derivate delle funzioni elementari

Dk=0 dove k ¢unacostante | [) senx = cosx
Dx"=nx"1 D cosx = — senx
1 -n -n=-1 n 2
Dx—n-Dx =—-nx =T Dtgx=coszx=1+tgx
1.
Ly = [ - 1 = 2
DY/x Y= D cotgx = o 1—cotg“x
1 1
Dx =—— D arcsenx =
24/x 1T — 2
Dl _11 e D arccosx = — 1
09aX = 1%090€ =3 " Tna V1 —x2
1
nx arctgx 1+x2
Da*=a*lna=a*- L D arccotgx = — !
log, e g 14 x2
x x
D e* =e* DIJ«€|=—=-|—|
|x|

Abbiamo successivamente il teorema di Rolle, che afferma, partendo da una funzione costante e due
funzioni uguali tra di loro, esse convergono in un punto ¢ appartenente ad entrambe in cui si annulla la

derivata (dimostrazione spiegata a parole con questo fatto).

Teorema 9.2.1 (Rolle). Siano a,be R, a <b ed f € C([a,b]). Sia inoltre f

derivabile in |a,b
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Il teorema di Rolle implica che una coppia di funzioni possa avere punto medio, tale che la derivata di una
delle due funzioni equivalga alla valutazione delle funzioni nel punto medio. Questo ¢ il teorema di
Lagrange (anche qui, dimostrazione spiegata a parole cosi).

Teorema 9.2.2 (Valor medio o Lagrange). Sianoa,b€ R, a <b, f: [a,b] = R,
f€C(la,b]) e f derivabile su]a,b]. Allora

Jc€la,b| : ) ~ f(a) = Fle).

b—a

La conseguenza di Rolle e Lagrange pud valere su coppie di funzioni ed intervalli, risultando nel teorema di
Cauchy (che non approfondiamo, ma accenniamo).

Avremo pero che una funzione é definita:

- monotona crescente se la derivata primae >=0

- monotona crescente strettamente se la derivata prima & >= 0 e f’(x) = 0 e non ha punti interni

- monotona decrescente se la derivata prima é<=0

- monotona decrescente strettamente se la derivata prima & <=0 e f'(x) = 0 e non ha punti interni
(Le dimostrazioni conseguono esclusivamente dalla valutazione dei rapporti incrementali, portando a
considerare un intervallo maggiore/minore/uguale al punto e valendo le 4 ipotesi).

Ben piu utile € il teorema di de I’'Hopital, che vale per la forma indeterminata (0/0)
Teorema 9.2.6 (Hopital). Sia I € R un intervallo aperto e sia a € D(I).
Siano f,g: I — R derivabili in ogni punto di I\ {a} e sia g’(z) # 0 su I\ {a}.

Sia inoltre

lim f(z) = lim g(z) = 0,

r—ra Tr—ra

oppure
lim|f(z)| = lim|g(z)| = +o0.
L—Fil r—ra

Allora, se esiste lim f{(:r) esiste lim f(z) e si ha
z—a g (:r} z—a g{:c)

. fl®) . f(=)

lim —= = lim ——.

r—a g(’r) r—a g’(’r)

Teorema 9.2.7 (Hopital: forma indeterminata g) Stano I un intervallo di
R e sia zo € I (cioé interno ad I). Per esempio, sia I = [a,b], cona < b, e
sia a < xg < b. Allora se f,g: I — R sono derivabili in xy e nulle in zy e se
g'(xp) #£0 st ha

@ @

lim —= = lim i

T—+aq g(*r) r—ag g’(;;:)
(La dimostrazione considera che valgano i rapporti incrementali a coppie su f(x) e g(x) che tendono allo
stesso limite rispetto ad una variante dei rapporti che sottraggono xq, quantita che permette la differenza
tra f(x) e g(x) e, di fatto, tendente a 0).

E possibile generalizzare La derivata seconda di f in xq, se esiste, & data da
!nduttlvamente il calcolo del rap?porto (V@) - (F)zo)
incrementale, ottenendo le derivate () (zo) = lim = (eR)
successive. R L
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Banalmente, abbiamo le seguenti affermazioni su funzioni derivabili: a

Teorema 9.7.1. Sia I C R intervallo non banale e sia f: I — R una funzione
derivabile su I. Allora

[ convessa <= f'" 7 (ossia f' é monotona crescente).
Corollario 9.7.1. Se f: I — R ¢ derivabile due volte su I allora
f & convessa <— f"(z)>0 Vzel
(Banalmente, per converso, avremo che):
- fconcava se f € monotona decrescente

- fconcava> f’ (x)<=0

Un punto xodi un intervallo [a, b] si dice punto di discontinuita per una funzione f(x) se la funzione non e
continua in Xo.

Un punto xo si dice punto di discontinuita di prima specie per la funzione f(x) qguando, per x = x il limite
destro e il limite sinistro di f(x) sono entrambi finiti ma diversi fra loro.

lim f(x)=14 # lim f(x)=1,

X—=Xg-

La differenza |l, — [;| si dice salto della funzione.

—2xsex <1
J;(x)_{x+lsele

-

3
3T

lim(-2x)=-2 e lim(x+1)=2
x—=1" x—1*
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Nel punto x; = 1la funzione ha una discontinuita di prima specie. Il salto della
funzione nel punto vale: |2 — (=2)| =4

Un punto si dice punto di discontinuita di seconda specie per la funzione f(x) quando, per x = xoalmeno
uno dei due limiti, destro o sinistro, di f(x) € infinito o non esiste.

1
x—1

f(x) =

vt
wt
&

La funzione nel punto x; = 1 ha una discontinuita di seconda specie, perche risulta:

lir:{f(x) =—0o e lir{ll+ flx) = 4o

Un punto si dice punto di discontinuita di
terza specie (o eliminabile) per la funzione

f(x) quando: 1 — x2
fO)=—=

Esempio n.1

1) esiste ed e finito il limite di f(x) per
0ssia X = Xo 0ssia limof(x) =
X—X
2) la funzione non & definita in xo
oppure, se lo ¢, risulta f(xo) # |

,.__
L
o
L - ' ™ e
;A - : . .
1]
ad
]
at
X
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La funzione & discontinua in x, = 1 perché f(1) non esiste.

N (ROl
=] xr—1" ol —(1-x)

La discontinuita & di terza specie; la discontinuita & solo apparente. |l salto tra i due
limiti sinistro e destro & nullo.

La discontinuita si pud eliminare definendo la funzione anche nel punto x;, = 1
ponendo f(1)= -2
1-x?
flx) = ﬁ sex#1
=2 sex=1

Esempio n.2
_(lsex+#0
flx)= {3591 =0
L 3
v
_1_.
i
2-.
X
4 3 2 40 1 2 3 4 3
-1
a4
_‘_.

Nel punto x; = 0 la funzione presenta una discontinuita di terza specie in quanto &
definita, essendo f(0) = 3, ma risulta:

ii_r.%f(x] =1
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Come conseguenza dei teoremi dei limiti e derivate successive, possiamo ottenere gli sviluppi di Taylor.

Questo sviluppo & fondamentale perché permette di capire lo sviluppo di funzioni nell’intorno di un punto
come polinomio ad infiniti termini, studiando le caratteristiche delle funzioni interessate.
Si parte dalla formula di Taylor:

Sia f : [a,b] — R una funzione, sia z; € (a. b) e supponiamo che esistano le derivate
fm(:n)). ¥ (zo), ..., fﬁ"—“ (zq)- Preso h tale che f sia definita in [zg — h, zo + & (intorno chiuso di
centro Iy e raggio }), vale la formula

nl () ,
Jf(TiJ + h) = Z ‘f_;(l‘ﬁ,‘lht * Rn{h)

i=0

0, equivalentemente, prendendo z = x4 + h

(@) )
@) =S L0 o i Rya)

dove R, & un‘opportuna funzione, detta resto di ordine n, mentre Tq & detto centro dello sviluppo.

Generalmente essa ha due tipi di resti:
- il resto di Peano, detto o piccolo ed individua una funzione qualsiasi che nell’intorno di xotende a
zero pil velocemente di (x — Xo)"

Nelle ipotesi della formula di Taylor, e con l'ipotesi aggiuntiva che esista f"(,r[]), vale la formula

(;T . '-Tll)i ol f (‘rﬂ)
2] n!

(z — .I‘(])" + OH.T — -rll)n]

dove il resto di Peano di ordine n & dato da

Ry(z) = o[(z — zo)"]

Il termine o[(x — x¢)"], dove o(-) indica I'o-piccolo, & dato da una qualsiasi funzione g(xz) tale che

lim 9@

=0
210 (T — 1)

- il resto di Lagrange, che fornisce informazioni quantitative sul resto, sapendo che la valutazione
della derivata n-esima conduce ad una rappresentazione esatta
Nelle ipotesi della formula per lo sviluppo in serie di Taylor, e con l'ulteriore ipotesi che esista la derivata
™ (zq)- (allora) esiste un punto ¢ € (a, b) tale che

n—1

0 )
1@ =3 L oz LD (p g

n =

dove

ARG

Rn (1) = nl

(z — zo)"

& detto resto di Lagrange.
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Evidenziamo ora tutti gli sviluppi notevoli:

Sviluppo di Taylor-Mc Laurin della funzione esponenziale

2 3 4 5 n
2 T T T T T =
T=l4z+—+—+—+-—+--+—+o(z") VzER
e ikt Higich sk iop bRtk e ok u{aT) Y

in forma compatta
0o .rn

. = :

B — Z il VreR
n=0

Sviluppo di Taylor-Mc Laurin della funzione logaritmica

2 3 | .} n+l
- L S i -1
ln(1+:r):;r—?+— —T+?+---+(T;r“+o(.r“) per |z] <1
in forma compatta
+o00 "
In(1+) = Y~ (~1)™'= per Jz| <1
n=1 n

Sviluppo di Taylor-Mc Laurin del seno

PR < U G VA SO
sin(z) = ; an+ I)II Yz eR

In forma estesa,

3 o 7 (_1)1‘1_ 2n+1
. L, T T oz L 2n+1
sin(r) =« 6 Y120 500 Tt Zn+ 1) +o(z™)

Sviluppo di Taylor-Mc Laurin del coseno

e
cos(r) =z ™ vreR
!
n=0 (2?’1)
In forma estesa:
v A4 6 8 (_1)11 2n
& T - T T n
s =1——+_—_+ T, + -
foe(=) 2 724 720 " 10320 gt 7o)
Sviluppo di Taylor-Mc Laurin dell'arcoseno
arcsin(z) =z + —+ —2'+ —z' + —=7" +o(z") per|z|<1

6 40 112" 1152

Sviluppo di Taylor-Mc Laurin dell'arcocoseno

» 3 5 35
arccos(z) = - —x — % - E:ra — EIT — ﬁ;rg +o(z") per lz| <1

Lo =
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Sviluppo di Taylor-Mc Laurin dell'arcotangente

arctan(z) =z — =+ — =+ g t+olz’) per |z|

Anche nel caso delle funzioni iperboliche riportiamo lo sviluppo troncato

Sviluppo di Taylor-Mc Laurin del seno iperbolico

] » P z’ z?
sinh(z) =+ —

P - - 9
6 * 120 " 5040 * 362830 T °*)

Sviluppo di Taylor-Mc Laurin del coseno iperbolico

P o+ 10 78
cosh(r) =1+ —+—-+-—=+

9
2> +21 720 + 20320 T °F)

Il calcolo concreto dello sviluppo avviene usando la formula con il resto di Peano:

+o0 (“ G
ro=3 L) gy
e () (g,
= f(Io)+f(;ru)(I—.ru)+f é‘!O)(1‘—1‘0]2—}-.,.+fT(10)(;r—.ro)"+o((1—;rn)")

on f(k)(-l"u) intendiamo la derivata k-esima della funzione f(r) valutata nel punto g, e con il simbola
1! intendiamo invece il fattoriale di n.

Ad esempio:

Calcoliamo lo sviluppo in serie di Taylor di ordine 4 e nel punto &g della funzione

f(z) = sin(z?)

In questo caso l'ordine dello sviluppo & n = 4, inoltre il centro dello sviluppo & x5 = (). Sotto le
condizioni fornite dalla traccia, la formula di Taylor & data da

£19) 5, 10 5, f90)

) b 31 b 1 r +o(.r4)

fz) = £(0) + f(0)z +

Calcoliamo le derivate successive della funzione e valutiamole nel centro:
f(z) = sin(z?) — f(zo) = f(0) =0
f(x) = 2z cos(z?) — f(zo)=71'(0)=0
f"(x) = 2cos(x?) — 422 sin(z?) —  f(zo) = f"(0) =2
F"(x) = =823 cos(x?) — 12z sin(x?) —  f"(xg) = f"(0) =0
f9(z) = —482% cos(2?) — 12sin(z?) + 16z*sin(z?) —  fW(z0) = fU(0) =0

A questo punto rimpiazziamo nella formula di Taylor i termini che abbiamo calcolato in precedenza.

2
flz) =0+0z + 5.1"2 + 0z + 0 + o(z?) =

=z 4 o(z?)
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Calcolo integrale

Per parlare di integrale, cominciamo col considerare il concetto di scomposizione, tale che si abbia un
insieme finito e ordinato di punti in cui caratterizziamo una misura, quindi una sommatoria che tende a

(b -a).

Definizione 10.1.1. Si chiama scomposizione di I = [a,b], un sottoinsieme
finito o di [a, b] tale che a,b € o.

D’ora in avanti penseremo a ¢ come ad un insieme ordinato di punti

= T, B, Ty - T HOVETG =0, T =
esiassumeche zg < 11 < -+ < Tp_1 < Tn.
Sia Iy = [z_1,x¢] per k = 1,...,n. Per definizione, si pone
mis(ly) =xx —xx_1 perk=1,... . n

Risulta

Zmis(fk] =b—a.
k=1

Infatti Z mis(ly) = (x1 —xo) + (z2 — 1)+ 4+ (T — Tp1) = b —a.

k=1

Il simbolo “mis” significa (e si legge) “misura”.

Questi termini sono utili per considerare I'insieme dei punti nell’operazione di integrale, limitati, in
particolare somme di punti che caratterizzano aree.

Data una scomposizione, infatti, noi ne consideriamo il valore max e, ognuna di queste, puod diventare pil
fine qualora aggiunga almeno un altro punto o un’altra misura, affinando il risultato del calcolo.

Avendo massimo, le scomposizioni sono limitate (se non lo fossero, le somme tenderebbero ad infinito e,
successivamente, l'integrale non sarebbe definito).
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Da qui, consideriamo le somme superiori e inferiori, che semplicemente sono date dal prodotto degli «

estremi inferiore e superiore per la relativa scomposizione.

Definizione 10.1.2 (Somme superiori ed inferiori). Sia

S S
Allora
xS‘(f: (J') dg- Z Sllpf W mls(jk)
k=1 e

si dice somma superiore di f su [a, b] relativa alla scomposizione o.

Analogamente, si pone

n

s(f0) Y inf £ - mis(1)

k=1 "
e si dice somma inferiore di f su [a, b] relativa alla scomposizione o.

Dalla definizione possiamo vedere due cose:

1) La somma inferiore & minore/uguale di quella s(f,0) < S(f,0) Yoe Q[a,b]-

superiore

2) Gli estremi sono finiti e si equivalgono (inf e sup) una volta calcolate le somme

[inbt; f(b—a)<s(f,o)<supf-(b—a)
a, la,b)

inf f - (b—a)<S(f,0)<supf-(b—a).
[a.8] [a.b]
L'integrale stesso viene dunque definito come una sommatoria, in particolare:

L’estremo superiore della somma inferiore e I'integrale inferiore

b
/ flz)dx def sup {s’(f o):0€ Q[a._b]}

e lo chiamiamo integrale inferiore di f su [a, b].

L’estremo inferiore della somma superiore e I'integrale superiore
s def
/ F(x)dx ="inf {S(f, o):0€ Q[a._b_]}
a

e lo chiamiamo integrale superiore di f su [a, b].

Entrambi sono numeri reali e finiti e 'integrale inferiore & minore/uguale a quello superiore.
Cio non e sempre verificato; in casi particolari (funzione di Dirichlet), avremo che I'integrale inferiore

diverso dall’integrale superiore e la funzione non & integrabile.
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L'integrale secondo Riemann afferma invece che una funzione sia considerata integrabile se, date tutte le
considerazioni precedenti, I'integrale inferiore e superiore si equivalgono (la somma delle aree sopra e
sotto la funzione sono uguali).

Definizione 10.1.3. Una funzione limitata f: [a,b] — R & integrabile secondo

Riemann su [a, b] se o
b b
[ @iz = [ @)as.

D’ora in poi, se f: [a,b] — R & integrabile si pone

_/:f(:r}dxdg‘ ﬁf(m)d;r::ff(x)dx_

I1 valore comune di queste quantita (coincidente col primo membro) si chiama
integrale di f su [a, b].

Similmente, avremo che tra due punti, di cui uno sottoinsieme dell’altro, anche le relazioni d’ordine delle
somme vengono mantenute (se il primo & minore del secondo, anche la somma inferiore/superiore del
primo sara minore del secondo).

Da qui consegue che, in generale, I'estremo inferiore & minore/uguale all’estremo superiore.

La seguente definizione, basata sulle ultime considerazioni, & pil interessante. Infatti, una funzione
integrabile secondo Riemann e limitata prevede che la differenza tra la somma superiore e inferiore sia
minore di una costante g, cioe esse saranno sempre equamente distanti tra di loro.

Teorema 10.1.1 (Riemann). Sia f: [a,b] — R limitata. Allora

_f = =%[a.b] e‘ﬁ-ﬁm Ve>03doge Q[a,b] : S(f r:l'j = S(f, O’) o

(La dimostrazione, infatti verifica che I'integrale calcolato sopra e sotto, somma o differenzia /2, massima
distanza tra i due estremi. Pertanto, mettendo insieme la disuguaglianza vista sopra, cioe la somma
superiore meno la somma inferiore < g, avremo che gli integrali coincidono a € nel calcolo.

Da cio ne consegue che l'integrale si mantiene uguale dappertutto, per € > 0).

/bf('r} dr < jbf(;r.) dr < /bf(;r} dr <= f integrabile.

i

~
sono allora tutti uguali tra loro

Avremo inoltre che se la funzione e continua e integrabile, essa esiste nell'insieme reale.

Abbiamo anche che la decomposizione, quindi il sottoinsieme di punti su cui esistono la somma superiore
e inferiore, tende a 0. Cio significa che, in generale, un integrale converge.

In particolare, da quest’ultima osservazione, deduciamo che ai limiti:

b
e171|1—130 JLS.(f: (:I'J - -/a f?

lim s(f,0) = / B

|er|—=0

Se la funzione fosse limitata ma non continua, comunque, la funzione appartiene all'insieme dei numeri
reali. Questa osservazione ¢ utile perché permette di calcolare, negli esercizi, integrali che, anche se non
continui in un punto, sfruttando lo “spezzare” in somma, riescono ad avvicinarsi ad un risultato.
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Valgono le successive proprieta di somma, prodotto per una costante, confronto e valore assoluto per
integrali:
Teorema 10.1.4. Siano f,g € Xjap). Valgono le sequenti:

1) f+gc€ (%[(L‘b] e
b b b
f (f+g)(x)dx = / flz)dr + / g(z)dx.

2) A€ER = Af € Zuy € si ha

[ M@= [ s

3) f(z) < g(z) sula,b] = / flz)dz £ / g(z) dz.

4) |f| S (%[a__p,] e st ha
b b
/f(:::)d;}: §/|f(:r)|d'r

Avremo inoltre che:
Proposizione 10.1.2. Sia f: [a,b] = R monotona®. Allora f € Rjqy.

(La dimostrazione considera ancora la differenza tra somma superiore e inferiore che, per sommatoria,
dista a meno della solita costante € dalle funzione calcolata nel punto.

Concretamente, avremo che la funzione nell’estremo superiore meno la funzione nell’estremo inferiore
distano di una costante su tutto I'intervallo e si preserva la relazione di ordine).

Vale inoltre la proprieta di additivita dell’integrale:

Teorema 10.1.5. Sia f: [a,b] — R una funzione limitata. Sia ¢ € |a,b|.
Allora f € Hap) se € solo se [ € Hjoq € [ € Ry In tal caso si ha

b c b
f f:/ f—i—/ f (additivitd dell'integrale) .

(La dimostrazione considera che, essendo f monotona e quindi limitata, la somma superiore dell'integrale
definito in un intervallo equivale alla somma delle somme superiori sui propri sottointervalli su cui e
sempre definito I'integrale. Avendo che gli estremi sup ed inf ricadono sempre nella coppia di
massimi/minimi della funzione in [a,b], anche in presenza di discontinuita (punti non continui, ma presenti
in un numero finito o numerabile), comunque si ha che gli integrali preservano, per somma, lo stesso
risultato).

Similmente, tutti gli integrali superiori e In altre parole, si ha
tutti gli integrali inferiori, per confronto,
. .. . . . b e b
preservano le relazioni di ordine sui propri
. . . z)dr = z)dx ) d.
estremi. Graficamente, si intende o f(w)de u f(w)de + . f(x)da

facilmente questo.
Allo stesso modo si riesce a dimostrare che

Similmente, anche gli integrali inferiori

b C b
saranno minori/uguali di quelli superiori / f(:r)dx:/ f(:zt)dx+/ f(z) dz.
nell’intervallo valutato. Ja Ja Je
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Ben pill importante e il teorema della media integrale. Avendo un punto p tale per cui si abbiano estremi
superiore e inferiore, allora puo essere definito il rapporto tra I'integrale e la differenza tra i suoi punti di
valutazione.

Teorema 10.1.6 (della media integrale). Se f € %, esiste up € R tale che

fﬂb f(z)dx
= o

inf f<pu<supf e p=
[a,b] il

[a,b]

(Per la dimostrazione, abbiamo che la somma superiore € limitata dai due estremi, inferiore e superiore.
Grazie alle equivalenze di prima, sappiamo che anche l'integrale & limitato dagli estremi, a meno pero di
(b — a); cio ha senso, essendo I'integrale la differenza delle sommatorie tra b ed a.

Ponendo pertanto pu come si vede nella formula del teorema qui sopra, si ha facilmente il calcolo
dell’andamento medio integrale).

Per convenzione vale che, se b < a, I'integrale € uguale al proprio opposto.

Enunciamo ora i due teoremi fondamentali del calcolo integrale.

Il primo teorema fondamentale del calcolo enuncia che se si ha una funzione limitata ed integrabile, la
funzione integrale F(x) € continua sull’intervallo dato (1). Se inoltre f(x) & continua sull’intervallo dato, allora
la funzione F’(x) & derivabile in ogni punto per cui f(x) sia continua sul punto xo dell’intervallo dato (2).

Teorema 10.2.1 (1° Teorema Fondamentale del Calcolo). Sia f € Zay.
Posto I5: [a,b] = R,

@ [

allora
(1) I; é continua su [a,b],
2) se f & continua in xo € |a.b| allora I+ é derivabile in o e si ha
f

d

7= 1r(@0) = f(20).

(Per la dimostrazione, consideriamo la differenza dell’integrale superiore e inferiore a meno di un
incremento h. Usando il risultato del valor medio, avremo che il punto xo, a meno di un fattore h di
incremento, avra estremo superiore e inferiore e il loro limite tende a 0. Cio prova (1).

Similmente, essendo f continua, allora, il punto p & limitato sopra e sotto dalla funzione continua in xpa
meno della solita costante €. Cio0 significa che il limite di u tende esattamente a f(xo) e quindi & continuo
anche nella propria derivata).

Da cio consegue che la derivata della funzione Se f € C([a,b]) allora Iy & derivabile su [a,b] e

integrale F(x) da proprio come risultato f(x). d

— If(z) = f(z) Yz €lab).

Inoltre, abbiamo il concetto di funzione
primitiva, tale che qualsiasi funzione
derivabile e continua G(x) coincida per
derivata alla funzione assegnata f(x).
(La dimostrazione considera che si ricava i

proprio l'integrale sommato ad una costante G'(z) = f(z) Yzx€lab].
di integrazione C).

Corollario 10.2.2. Se f € C([a,b]) ed zy € [a,b]. Posto

G:lab) >R, G(z)% / F(t)dt,
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Da qui, esplicitamente:
Definizione 10.2.1. Sia f: [a,b] — R. Una primitiva di f & una funzione

¢: [a,b] — R tale che
¢'(z) = f(z) VYzelab).

(Ogni funzione continua ammette almeno una primitiva; se la differenza delle primitive di una funzione e
costante, allora la sua derivata e pari a 0 e la funzione f & costante su tutto I'intervallo).

Abbiamo poi il secondo teorema fondamentale del Calcolo, sapendo che se una funzione ammette una
primitiva ¢(x) sull’intervallo, I'integrale & dato dalla differenza della primitiva nei due estremi (superiore e
inferiore) dell’intervallo stesso:

Sia f € C([a,b]) e sia ¢ una primitiva di f su [a,b]. Allora

[ 1w = o) - o(a).

All’atto pratico del calcolo, si avra come notazione:
. - . e , |x=b E 5
Notazione. Si scrive anche qa|a (oppure (D|T={1 ) col significato
; ‘b def.

0|, = o(b) — ¢(a).

E, dal primo teorema fondamentale del calcolo, consegue quanto enunciato prima nel commento della
dimostrazione sulla costante C:

Ii(z) =¢(x)+C Vzelab.

Pertanto

b
[ 1@z = 150) = 10) = Ia) = (6() +€) — (6(0) +C) = 60) — 6(a).
Successivamente, abbiamo la formula dell’integrazione per parti (usata sempre in questo modo negli
esercizi):

Teorema 10.2.3 (Integrazione per parti). Sia f € C([a,b]) e siag € C*([a,b]).
Sia F' una primitwa di f. Allora

b

b b
/ f(z)g(z)dx = F(z) g(x) —/ F(x) ¢ (x)dz.

(i}

(La dimostrazione considera proprio che si stia integrando la derivata del prodotto tra una primitiva ed
un’altra funzione, da cui deriva direttamente questa formula enunciata).

Parallelamente, abbiamo la formula dell’integrazione per sostituzione (usata sempre in questo modo negli
esercizi e si considera di prendere una funzione da sostituire e, successivamente, ricavarne la derivata per
una costante e cosi risolvere I'esercizio):

Teorema 10.2.4 (Integrazione per sostituzione). Sia f € C([a,b]) € sia
su

@: [a, B] — la, b], una biiezione. Se p € C(|a, B]) allora

b w=1(b)
ffmmzf F(e() ¢/ (8) dt.

¢'(a)
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Integrali generalizzati/integrali impropri

Una funzione ¢ integrabile in senso generalizzato se & convergente per limite su tutto I'intervallo (da un
estremo e dall’altro).

Definizione 10.3.1. Sianoa € R, b€ R, a < bed f € C([a, b]) := C([a, b[, R).
Allora f & 1.S.G. (= integrabile in senso generalizzato) su [a, b| se esiste finito

Jim /a ' H@) da (d‘éf‘ / b f(;r}daf)

b
e in tal caso si dice che / f(z)dz e convergente.
i

Definizione 10.3.2. Siano a € R, b € R, a < b, f € C(Ja,b]); allora f &
L.S.G. su |a, b] se esiste finito

Jim [, : f(a) dn (“2 ' fa b i) d:r)

b
e si dice che / f(x)dz & convergente.
a

Vale sempre I"additivita degli integrali, ma in modo indipendente da ¢ mostrato, in quanto, per limite, la
differenza tra I'integrale superiore e inferiore potrebbe essere diversa (cosa che normalmente accade ed
ecco perché si parla di integrale improprio).

/:f(:c) dr 2 /:f(:c) dr + /be(.-r)d:r.

Si ha quindi che una funzione é integrabile in senso generalizzato su un intervallo se:
Teorema 10.3.1. Una funzione f € C([a,b]) é I.S.G. su [a,b] se e solo se

j:f(t}dt

(La dimostrazione considera che avendo la funzione integranda convergente, allora la funzione integrale
ammette limite e, per Cauchy, la differenza tra le funzioni primitive corrisponde ad una differenza molto
vicina delle proprie funzioni integrali nel punto x considerato).

Ve>0 IWe%:z,2' €la,blnW = SE

Se si ha che la funzione, a prescindere dal segno, converge (pertanto & minore ad infinito) su tutto
I'intervallo & assolutamente integrabile in senso generalizzato.

Teorema 10.3.2. Se f € C([a,b]) ¢ A.LS.G. allora f ¢ 1.S.G., ossia

./:mt}'dt('x = /jf(f)dtc::o.

(La dimostrazione considera il confronto tra I'integrale della funzione integranda e I'integrale del valore
assoluto della funzione integranda, in cui il primo & <= del secondo. Pertanto, ne consegue che al limite,
distano tra loro a meno di una costante €).
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(Per la dimostrazione, avremo che il valore assoluto della funzione integranda & <= del massimo M per la
funzione continua g e il limite di quest’ultima funzione esiste.

f & monotona crescente e, pertanto, il limite esiste, ma non necessariamente finito. Dato che, per confronto
e per additivita, abbiamo che la funzione esiste sugli estremi a meno del massimo M, avremo che I'integrale
della funzione € minore ad infinito e quindi esiste).

Vale il teorema del confronto: se g &€ assolutamente integrabile in senso generalizzato, lo sara anche f. «

Per gli esercizi, valgono i due seguenti corollari:

Corollario 10.3.1. Sia f € C(]a,b]). Se esiste a < 1 tale che

fzy=0 (;) T—a’,

(z —a)*

allora f ¢ A.LS.G. sua,b].

Corollario 10.3.2. Sia f € C([a,+00[). Se esiste a > 1 tale che

f(-’r)=0(-n) z — +00,

o
allora f ¢ A.LS.G. su [a,+00].

Similmente, avremo che gli integrali oscillanti convergono.

Teorema 10.3.4 (Convergenza degli integrali oscillanti). Siano f € C([a,b]),
g € C'([a,b) e supponiamo che:

1) f ha primitiva limitata in [a,b] ;
2) g ¢ monotona (crescente o decrescente);

3) l_in})g(:c) =4

b
Allora / f(z) g(z) dx esiste in S.G., ossia, fg é L.S.G. in [a,b].

(La dimostrazione considera che f(x) sia continua e F(x) sia monotona e quindi esistera un limite.
Integrando per parti, si ottiene che avremo il valore assoluto della funzione f <= all’integrale del valore
assoluto di f, a condizione che questa f sia Riemann-integrabile su [a, b].

Inoltre, avendo che I'integrale del valore assoluto del prodotto tra f(x) e g(x) € maggiorato dal massimo M
moltiplicato per 4 e per la costante di limite g, significa che e convergente su tutto I'intervallo e, come tale,
esiste I'integrale).
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10.3.1 Esempi ed esercizi

Esempio 10.3.1 (Importante). Per ogni a > ( esiste

¥ ging
dr
1 z*

in senso generalizzato (abbreviato in S.G., d’ora in avanti).
Infatti = +— sinz & continua con primitiva continua e limitata e si ha che

il . i Il L
g(x) = — ™ (ossia, g & monotona decrescente) e lim — = (. Cio significa
o r—+too T

che valgono le ipotesi 1), 2) e 3) del Teorema 10.3.4.

Osservazione 10.3.2. Si ha
ALSG = I.5.G,; ma L85G =5 AT5G..

Infatti

i) = sinx 5 AI.S5.G. su 1,400 sea>1
B non ¢ A.1.5.G. (ma solo [.5.G.) su [1,4+00] se a €]0,1].

Dimostriamo queste affermazioni. Infatti

1> |sinz] Yz€R = [sinz|> |s'mz\2 =sin’z VYreR.

Ne segue che

Y |sinz| Y sin® x Y1 —cos2z
dr > lim — dr = lim — dr
y—=+oo [ T® y—+oo [y a® y—+oo \ g D

lim
Yy y
= lim (l( ids':—/ posty da:)),
y—+oo \ 2 i 1 T

dove abbiamo usato le formule di duplicazione® di sin e cos.

Esercizio 10.3.3. Studiare la convergenza del seguente integrale

[(2) ae

Svolgimento. In un intorno destro di z = 0 si ha che

—0t

ey =g (l) . lim f(z) = +oc;
I ]
inoltre liI{l f(x) = 0. Dato che risulta
z—1—
feC(el]) Vee]o,1],
occorre studiare il comportamento asintotico di f in z = 0. Dato che

lgy=o0(y*) Ya>0 y— +oo

lg(l)zo(la_) z—=0" Va>0.
T T

Allora si prende o < 1. Applicando il Corollario 10.3.1 si trova che f e A.LS.G..
Notare che

si ha

f:o(%) r— 0t = sz(Tia) z — 0t
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Serie numeriche

Chiariamo subito il concetto di serie; in effetti, queste rappresentano delle sommatorie, in particolare,
somme infinite dei numeri (nel senso che generalmente vanno da 1 ad infinito).
In particolar modo, consideriamo:

| 1 |
@r)@+2)  @+@+3) T arnarnrn T

vista, piu in generale induttivamente come: e quindi, da 1 ad infinito come:
1 > 1
(a+n)(a+n+1) ; (a+n)(a+n+1)

piu in generale vista come limite per n che tende ad infinito:

n 1
I
n—450 (g (a+k)(a+k+ 1))

Si nota che “I'insieme dei numeri che per successione permettono di ottenere la serie” & possibile
rappresentarli, a loro volta, come successione:

1 1 1
(a+n)a+n+1) a+n a+n+1

ay =

Ne segue che S, puo essere visti come somma dei primi n termini (definita come somma parziale, dunque):
n n
1 1 1 1
" ; ’ ;(a—k}; a+k+1) a+1 a+n+1

E in generale, le serie hanno convergenza, equivalentemente, come:

1 > 1
lim S, = —— , =
notoo a-+1 Z n a+1

n=1

Normalmente, siamo interessati a capire se, data una serie (intesa quindi come successione delle somme
parziali) essa converge, diverge/non converge (quindi, oscilla).

Dato quindi un generico termine della serie (per coerenza di notazione, definito come “termine k-esimo”,
ma semplicemente € un termine della serie con indice k, quindi ak), avremo che la somma parziale n-esima

€ proprio: avendo che il limite della serie tende proprio al suo termine generale:
n n )
' — E : S= lim S, = lim ap | = ar € R=RU {+o0}.
: Sn 1% Lom Sn o ; k ; 1, € U{ }
k=1 = =

Banalmente, avremo che, dato il limite:

—+ oo
Iim § =Yk
n—> +oo n Z
k=1
1) Il limite 11m S e un numero reale finito L. In tal caso, avremo che la serie € convergente.
2) |l limite llm S, = 400, quindi il limite della successione delle somme parziali diverge
n—>oo
positivamente
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3) Illimite lim S, = — oo, quindi il limite della successione delle somme parziali diverge

n—>oo

negativamente

4) Illimite lim S, non esiste. In tal caso, la serie & irregolare / indeterminata.
n-—>oo
Particolari tipi di serie sono: +50
- Laserie geometrica di ragione (o termine generale) g: § : q"

n=({)

Di tale serie, semplicemente guardando il numero reale q, sappiamo praticamente tutto! Infatti:

- se il modulo della ragione q & minore di 1, ossia se —1<q<1, la serie geometrica converge ed ha

1
—q

per somma

- se la ragione g & minore o uguale a -1, la serie geometrica é irregolare;

- se la ragione g & maggiore o uguale a 1, la serie geometrica diverge positivamente.

- Laserie telescopica (considera il termine n-esimo ed n+k-esimo, quindi si intuisce si “allunghi” di un

termine k proprio come un telescopio, da cui il nome)

o0

Z(ﬁk = .SkH)-

k=1

Non ¢ difficile vedere che

T

Sn = Z(ﬁk — Brt1) = (B — Ba) + (B2 — Bs) + -+ + (Bn — Bny1) = Br — Basa-

k=1
Pertanto
lim S, =75 — lim 8,1,
n—+4o00 n—++oo
ossia, si ha sempre
oo
o (;’j’k e .Sk+'l) - .31 = llm _;51,1.
—1 n—+4oo

In altre parole, la somma di una serie telescopica, se esiste, ¢ data dall'ultima
formula, ed esiste se e solo se esiste lim,,_, ., 3,. Inoltre, tale serie diverge, se
diverge questo limite, e non converge (oscilla), se non esiste questo limite.
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Banalmente, avremo
che:

- questa serie e data
dalla composizione di
“addendi” diversi

- il limite degli
addendi, comunemente,
tende ad un certo valore
- tutta la serie
(quindi, telescopica,
converge)

Si tratta di riconoscere le
somme tra termini
successivi e, infine,
capirne la somma.
Quindi, prendere
singolarmente le cose.
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2

+ 00

; 1 1 - 2 ; :

data la serie E (— - —)) verificare che & una serie convergente e determinarne la somma.
n® {(n4+12)°

n=1

+20
Osserviamo che la serie proposta & una una serie telescopica, poiché & del tipo E (e, — ,.4p)c0N

n=m

a, = — e, 4} = (i, .» = ——. Dato che il limite del termine generale esiste ed & finito
n? (n+ 2)2

1
lim (a,) = lim (—,) =10
=4 =442 n=

la serie data converge, e la sua somma & data da:

ay +-‘lg+ ..... +\‘IJ\

, . ) 1
Essendo in questo caso ; = 2 la somma sara data a; + as. In particolare 1, = F =1le
1 1 ; 1 5
1y, = — = —, dunque lasommasara q; +a, = | + - = —.
22 4 - 4 4

Esempio. Si consideri la serie

oo 1
M)

—1

Tale serie converge con somma 1.

Infatti
111

k(k+1) k k+1

e dunque

= 1 =~ 1 1
B § e e L T R =
;k(;’c—i—l) ;(L k+1) n->o 1

Si noti che:
- ogni successione e una serie (il limite della successione dei singoli membri puo essere vista, a sua
volta, come serie telescopica)
- la serie geometrica viene solitamente vista come metodo comodo per generare i numeri decimali

Ora, ben piu importanti, sono i criteri di convergenza.

In tal senso, enunciamo la linearita, quindi, la somma di serie convergente &€ anch’essa convergente.

Teorema 12.3.1 (Linearita). Date due serie convergenti, ogni combinazione
oo oo

lineare ¢ una serie convergente. Cioé, se E e, E b. sono serie convergenti

k=1 k=1
allora per ogni A\,n € R si ha che la serie Z()\ ax + nby) converge e
k=1
> Na+nb) =AY ap+1) b
k=1 k=1 k=1
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Similmente, usando il criterio di Cauchy per successioni (vale a dire, due successioni abbastanza vicine tra di
loro, convergono allo stesso limite a meno di una costante €), & possibile dire che cio valga anche sulle serie
(si presenta questa come nota di margine e collegamento logico). In questo modo, la serie converge se la
sommatoria e di Cauchy.

Similmente, se la serie ha una tendenza ad una successione, ugualmente tende a 0.

Corollario 12.3.1. Sia {P,}nen C N una successione /* di numeri naturali®.
o0

Se la serie E a;. converge, allora si ha

k=1
¢
lim E ap | = 0.
n—r+o00
k=n

Abbiamo poi che, se converge la serie, il limite della successione tende a 0 (vale per la successione n-esima)
(e}

Corollario 12.3.2. Se Zak converge allora lim a, = 0.

n—+toc
k=1

Esempio utile: la serie armonica, che diverge positivamente.
=1
n=1 n

E un esempio di fondamentale importanza. Essa non converge a un numero
finito, ma diverge positivamente. Per provare queste affermazioni si puo usare

n—+oc N

1
il Corollario 12.3.1 (ma non il Corollario 12.3.2, visto che lim — = O).
Sia a tal fine P, = 2n. Si ha allora

In altre parole, non converge a zero la quantita

11
25”2

Ma allora non pud convergere la serie —. Essendo pol a termini positivi,
k

essa deve divergere positivamente. Riassumendo, abbiamo dimostrato che
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In maniera semplice, puo essere generalizzata come segue:

Sia ar un numero reale. Si dice serie armonica generalizzata |a serie

n=1

Anch'essa, indipendemente dal valore di cx, &€ una serie a termini positivi e come tale non potra essere
una serie irregolare. Possiamo essere piu precisi e dire che tale serie:

- converge se o >1;
- diverge positivamente sea < 1.

Osservate che per o = 1 si ottiene la serie armonica.

Banalmente, abbiamo poi che una serie & assolutamente convergente se la serie del valore assoluto della
successione termine generale & convergente.

Definizione 12.3.1. La serie E ap ¢ detta assolutamente convergente se
k=1

o0
E |ay| € convergente.
k=1

Teorema 12.3.3. Ogni serie assolutamente convergente é convergente.

(La dimostrazione considera Cauchy, quindi distanza tra serie vicine e successivamente, la disuguaglianza
triangolare, facendo valere la maggiorazione della serie del valore assoluto sul valore assoluto della serie).

Osservazione 12.3.1. Non é vero il viceversa del precedente teorema.

Ad esempio, la serie
<« k
k=

1
non ¢ assolutamente convergente ma ¢ convergente*. Infatti

‘=—i—oc.

T -

SIEINERS

E inoltre noto che una serie a termini positivi non pud oscillare.

Teorema 12.3.4. Si assuma che 2 ‘ay € una serie a termini positivi, cioé
ar > 0 per ogni k € N. Allora la serie converge o diverge positivamente.

Ossia, se una serie e a termini positivi non puo oscillare.

(La dimostrazione e basata sulla monotonia delle successioni, pertanto il limite converge (tende ad un
valore) o diverge (va verso infinito)).
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Altra cosa di grande importanza sulle serie sono, certamente, i criteri di confronto delle serie.

Il primo € proprio il criterio del confronto (da cui derivano gli altri). In particolare, si considerano due serie
generico e si ha che se la seconda converge e tendono allo stesso limite, allora anche la prima converge.
Si intende convergenza assoluta, dunque a meno del segno e sempre valida.

o0 o0
Teorema 12.3.5 (Criterio di confronto). Siano E ay , E by serie (reali).

k=1 k=1
Supponiamo che valgano le sequenti ipotesi:

1) Zbk converge assolutamente
k=1
2) ar = O(by) per k — o< (ossm 3 M, € R, tale che lim a o ﬂ-fl)
k—oo bk
Allora Z ay converge assolutamente.
k=1

(La dimostrazione si basa sulla monotonia delle serie e delle rispettive successioni, che tendono ad un
particolare valore. Essendo che entrambe convergono, avremo che la somma dei rispettivi valori di
convergenza tende ad un valore comune M, a cui tende pil generalmente axe quindi la serie che ci
interessa).

Il criterio del confronto vale anche per la divergenza e per la convergenza assoluta.

oo o0
Proposizione 12.3.1. Siano Zak, Z b, due serie a termini positivi e tali
k=1 k=1
o0 o0
che che a, < by, per ogni k € N. Se Zbk converge, allora Z ay converge;
k=1 k=1
oo o0

inoltre se Z ar. diverge positivamente, allora Z by diverge positivamente.

k=1 k=1
Corollario 12.3.3. Date due serie Z ay , Zbk taly che
k=1 k=1
ar, by 20 VkeN e Ilim %:/\E]R\{O}.
k—+o00 bk
Si ha che la serie Zak converge assolutamente se e solo se la serie Zb*
k=1 k=1

converge assolutamente.

Le serie possono essere a tutti gli effetti messe a confronto con gli integrali.
Esso viene definito come criterio integrale per le serie, utile nello studio delle serie armoniche generalizzate
o serie con logaritmi.

Teorema 12.3.6 (confronto con l'integrale). Sia f: [1,+o00] = R una

oo
. . . |4
funzione continua, monotona decrescente e non negativa’. Allora E fk)
k=1

+oo
converge se e solo se f(x)dx é convergente.
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(La dimostrazione di quest’ultimo coinvolge successioni non negative e monotone crescenti, che quindi
hanno limite. L'integrale & definito su estremi da 1 ad infinito della funzione e, grazie a questo fatto,
avremo che questo puo essere generalizzato per un termine k, tale che al termine 1, la funzione venga vista
come un limite tendente ad 1 e al termine n+1; cio significa che, induttivamente, grazie al confronto tra
serie, vediamo che ogni termine da 1 ad infinito, avra un termine maggiorante e sara convergente allo
stesso valore, quindi definendo una serie).

Altri due criteri importanti sono il criterio della radice e del rapporto.

oo
Proposizione 12.3.2 (Criterio della radice). Sia Zan una serie a termini
positivi (cioé a, > 0 per ogni n € N). Allora se e.:-a'sifono l€]0,l[edn €N
tali che
Je. <l Ynzh

o0
51 ha che Z an converge.

n=1

(Per la dimostrazione, si ha che, usando il confronto con la serie geometrica I", convergente, anche la nostra
serie con successione a, converge, sapendo che il limite di sqrt(an) tende esattamente allo stesso limite).

o0

Proposizione 12.3.3 (Criterio del rapporto). Sia Z a, una serie a termini
n=1

positivi (cioé a, >0 Y n € N). Se esistonol €0,1] ed n € N tali che

p41

i Nn>n,

an

o0
allora E a, converge.
n=1

Gn41

e 8
=1 > 1 allora la serie ), a,

N.B. L'ipotesi del criterio vale in particolare se esiste lim, .

+
Si dimostra inoltre che se esiste lim,,_, ., “**
diverge positivamente.

(Per la dimostrazione e per questo criterio, normalmente, si usano gli ordini di infiniti ed infinitesimi, in
parole povere, gli ordini di grandezza. Dato che il termine n converge, convergono anche tutti i termini
precedente ad un certo limite e, avendo la monotonia, tutti i termini hanno lo stesso limite).

Teorema 12.3.7 (Criterio di Leibniz). S7 consideri la serie Z(— 1)* ax, dove

. k=1
Concludiamo con le

serie a segni alterni. a. >0V keN.
Per il criterio di
Leibniz si ha che: Supponiamo inoltre che

(negli esercizi, 1) a Ny (ossia, é monotona decrescente);

verlflco.ch(‘e |‘a 0 B =l
successioni sia k—+oo
decrescente e

verifico chesia<=0e  Aljorq Z(—l)k ar € convergente.
il limite tenda a 0) —1
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Equazioni differenziali
Un'equazione differenziale & un'equazione che lega una funzione incognita alle sue derivate

Siano I C R un intervallo non banale ed a,b € C(I) (ossia funzioni continue
su I). Allora p € C*([) si dice soluzione di
y =a(x)y+blx) Vel (1.3}

se e solo se s1 ha che
Vzel

a(z)¢(z) + b(a)

p'(z) =

L’equazione (11.1) & detta equazione differenziale lineare del primo ordine.

Si ha inoltre che se si richiede che la soluzione dell’equazione differenziale soddisfi la condizione iniziale

y(Xo) = Yo, allora, si ha un problema di Cauchy.

Teorema 11.1.1. Sia zg € 1. Allora ¢: I — R ¢ soluzione di (11.1) se e solo
(11.2)

S€E
o(z) = A (C ¥ / b(t) e A® dt) Veel,
]

dove A(x) dezf'-/ a(t) dt.

0

Abbiamo, inoltre, il caso di un’equazione lineare omogenea.
= a(zr)y (x € I). In tal caso l'equazione si

Osservazione 11.1.1. Sia 3/
dice “omogenea”. Allora 4y’ = a(z)y e se supponiamo che y # 0 (ad esempio,

y > 0) si ha
y _d
i ey =a(z) (Vzel)
ossia (integrando ambo i membri tra xy ed z)

lgy:lgy(InH/ a(t) dt =
]

Jlg(-y{i‘n))-l‘—f;n alt) dt s y(ri_’]) b Ej:l'l a(t) dt = y{Tﬂ) ; (‘?A(I}

y(z) =
In altre parole, la funzione trovata risolve 'equazione omogenea associata.
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In altre parole, la funzione trovata risolve I'equazione omogenea associata.
Osservare anche che la funzione y(z) = CeA® risolve sempre 'omogenea,
quale che sia C' € R.
Cerchiamo' ora, a partire dalla soluzione dell’omogenea, la soluzione generale
dell’equazione ' = ay + b (con a,b € C(I)).

Sia y(z) = Ce?™® (x € I) dove ora C la penso come funzione (non pilt
costante) incognita da determinare. In tal caso si ha

j =lat g @A =80 1 04)

Allora

& =2 e ¥ = Ol Olnii / e~AWOp(1) dt.

]

Ne segue

y(z) = @ (C(J:n) ” / " e dt) :

]
Se inoltre y(zo) = yo (€ R) si trova

—A(zp

y(xo) = yo = e C(zy) <= C(xp) = ¢ e <= C(x0) = 0.

Percio

y(z) = @ Iiyg —l—/ e~ A0p(1) dt].

0

Altro tipo sono le equazioni differenziali a variabili separabili.

Definizione 11.2.1. Siano I, J C R intervalli aperti, f € C(I), g € C(J). Si
dice equazione a variabili separabili ogni equazione del tipo

{y’f(ﬂ:)g(’y) Vzel (%) (11.3)

(y(zo) =90 € J)

dove y e una funzione della variabile z € I; se si impone una condizione
iniziale y(xg) = yo € J con xg € I, il precedente & detto problema di Cauchy
per I'equazione a variabili separabili (x).
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Consideriamo 1l problema di Cauchy

{ y = h(zx) - k(y)
y(2o) = yo

in cui h e k siano funzioni di classe C! in un intorno di zg e di yo rispettivamente; allora la
funzione f(x,y) = h(x) - k(y) & di classe C! in un intorno £ di (0, ye) € quindi il problema ha
una ed una sola soluzione definita in un intervallo aperto contenente xg, per il Teorema 6.2,
Per cercare di determinare la soluzione, operiamo nel seguente modo: osserviamo, primna di tutto,
che se k(yg) = 0 la funzione costante y(x) = yy & una (quindi I'uniea) soluzione locale.
Se invece k(yg) # 0, per continuita s1 ha anche k(y) # 0 in un intorno V' di yg; quindi, tenuto
conto che y(x) € V se x appartiene ad un opportuno intorno U di xy (perché y deve essere
continua), possiamo dire che per ogni s € U s1 ha

y'(s)

*a(e) M)

Se integriamo entrambi 1 membri dell'uguaglianza precedente nell'intervallo di estremi ape x € U

otteniamo
b F( :I X
ys
_d‘q:fh &)ds |
f k(y(s)) (®)

T To
vale a dire
u(z) r x
il
— == f d
{ 3™ em
Iy

In questo modo giungiamo ad un’eguaglianza tra una funzione della variabile y(x) e una della
variabile r. Se poi siamo in grado di ricavare y(x) in funzione di x, otteniamo una forma esplicita
della soluzione; altrimenti, occorreranno metodi differenti (che esulano dagli scopi di queste note)
per studiare la soluzione.

Scritto da Gabriel



	Potenze di numeri reali
	Proprietà delle funzioni esponenziali e dei logaritmi
	L’equazione della retta e della parabola
	Equazioni di secondo grado
	Numeri reali ed insiemi
	Successioni
	Limiti di funzioni
	Funzioni continue
	Calcolo differenziale
	Calcolo integrale
	Integrali generalizzati/integrali impropri
	Serie numeriche
	Equazioni differenziali

